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PHƯƠNG PHÁP NEWTON SUY RỘNG  

CHO PHƯƠNG TRÌNH KHÔNG LIÊN TỤC MỘT BIẾN 

Phạm Quý Mườia*, Đỗ Viết Lâna, Dương Xuân Hiệpa, Phan Đức Tuấna và Phan Quang Như Anha 

Tóm tắt: Trong bài báo này chúng tôi đề xuất phương pháp Newton suy rộng để tìm nghiệm cho 

phương trình không liên tục. Ở đây, chúng tôi chỉ trình bày phương pháp cho phương trình không liên 

tục trong không gian một chiều .¡  Trước hết, chúng tôi đề xuất các hàm nửa trơn xấp xỉ cho các hàm 

không trơn tương ứng. Sau đó chúng tôi chứng minh một số tính chất cơ bản, cần thiết cho việc chứng 

minh sự hội tụ phương pháp Newton suy rộng. Tiếp theo, chúng tôi trình bày và chứng minh sự hội tụ 

của phương pháp Newton suy rộng cho phương trình không liên tục được nghiên trong bài báo này. 

Cuối cùng, chúng tôi trình bày các kết quả nghiệm số cho một vài ví dụ cụ thể. Các ví dụ số chỉ ra rằng 

phương pháp Newton suy rộng có tốc độ hội tụ nhanh như phương pháp Newton cổ điển. 

Từ khóa: phương pháp Newton suy rộng; phương trình không liên tục; đạo hàm Newton; xấp xỉ nửa 

trơn; nghiệm của phương trình không liên tục. 
 

1. Giới thiệu 

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu phương 

trình không trơn trong [1, 2]: 
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Ở đây, 0s   là một số thực cho trước và 

1( )f C ¡ , tức là f  là một hàm khả vi liên tục trên .¡   

Chú ý rằng các hàm H  và F  không liên tục trên 

¡  vì hàm H  không liên tục tại x =   (xem Hình 

1). Vì thế các phương pháp số thông thường như 

phương pháp dây cung, phương pháp Newton, tựa 

Newton,... không thể áp dụng được [3, 4, 5, 6]. 

 

Hình 1. (a) Đồ thị hàm ( )H x , (b) ( )F x  với 0.01 =  

Trong bài báo này, chúng tôi đề xuất một phương 

pháp mới để tìm nghiệm cho phương trình (2) như sau: 

- Trước hết, các hàm H  và F  (không liên tục, 

không khả vi) được xấp xỉ bởi các hàm số P
  và F  

tương ứng. 

- Sau đó, chúng ta thực hiện vòng lặp: Chọn dãy 

0{ } 0,n x   ¡  và tính 
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Chú ý rằng, nếu F  là hàm liên tục Lipschitz thì (3) 

chính là vòng lặp Newton trơn hóa [3, 4, 5, 6]. Ở đây, 

hàm số F  được cho ở (2) là hàm không liên tục nên kết 

quả của chúng tôi là mới và là một sự mở rộng của các 

kết quả trong [3, 4, 5, 6]. 

Đóng góp chính của bài báo là đưa ra điều kiện cho 

dãy { }n  và chứng minh sự hội tụ địa phương của vòng 

lặp (3) cho phương trình (2) và xem xét một vài ví dụ số 

cụ thể minh họa cho phương pháp. 

Bố cục của bài báo như sau: Trong phần hai, chúng 

tôi đề xuất các hàm trơn, tương ứng là xấp xỉ của các 

hàm không trơn H  và F . Sau đó, chứng minh một vài 

tính chất của các hàm xấp xỉ này. Những tính chất này 

là cần thiết cho việc chứng minh sự hội tụ của phương 

pháp Newton suy rộng được trình bày ở phần tiếp theo. 

Phần ba, chúng tôi trình bày phương pháp Newton suy 

rộng cho phương trình (3) và chứng minh sự hội tụ của 

nó. Cuối cùng, chúng tôi trình bày các kết quả số cho 

một số ví dụ cụ thể. 

2. Xấp xỉ nửa trơn cho hàm không trơn 

Trước hết, chúng ta trình bày một tính chất quan 

trọng cho nghiệm 
*x  của phương trình (2). Tính chất 

này được phát biểu trong bổ đề sau: 

Bổ đề 2.1. Cho 1( )f C ¡  và 0s  . Với mỗi 

*  x  ¡  nếu *( ) 0F x =  thì một trong hai trường hợp 

sau xảy ra: 
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Tiếp theo chúng tôi đưa ra một phương pháp xấp xỉ 

các hàm số không liên tục H  và F  bởi các hàm số 

P
  và F  là các hàm số liên tục và khả vi Newton 

(xem Hình 2). 

Thật vậy, ta định nghĩa các hàm số P
  và F  như sau 

2max{0; }
( ),

( .
,  

 
)

x
x

x
x

G x
P x e

x

 
 







−
− 

= =







, 

2

1
( ) ( )

s

F x x P x f x
s


 

 
= − − 

 
, 

trong đó 

2

( ) .

x

G x x e


 


−
−

= . 

 

Hình 2. (a) Đồ thị hàm ( )P x
  và (b) Đồ thị hàm ( )F xò  

với 0.01 = , 0,0005 =  và ( ) | |f x x=  

Trong phần tiếp theo chúng ta sẽ chỉ ra rằng các hàm 

P
  và F  là các hàm nửa trơn. Để thuận tiện cho người 

đọc, chúng tôi nhắc lại khái niệm hàm nửa trơn ở đây. 

Định nghĩa 2.1. Cho U  là một tập mở của D  ¡  

và f  là một ánh xạ xác định trên D . Ánh xạ 
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:f U → ¡  được gọi là khả vi Newton tại x U  nếu 

tồn tại ánh xạ ( ): ,F U D→ ¡L  sao cho 
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trong đó ( ),D ¡L  là tập các phiếm hàm tuyến tính liên 

tục từ D  vào ¡ . 

Khi đó F  được gọi là một đạo hàm Newton của f  

tại x . 

Định nghĩa 2.2. Cho U  là một tập con mở của 

D  ¡  và f  là một ánh xạ xác định trên D . Ánh xạ 

:f U → ¡  được gọi là khả vi Newton trên U  nếu tồn 

tại ánh xạ ( ): ,F U D→ ¡L  sao cho với mỗi x U , 
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Khi đó hàm số f  được gọi là hàm Newton nửa trơn 

và F  được gọi là một đạo hàm Newton của f  trên U . 

Bổ đề 2.2. Với 0   và 2( )f C ¡  ta có: 

(1) ( )P x
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Chứng minh. (1) Với mỗi 0x  ¡  ta có các trường 

hợp sau: 
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Tương tự ta cũng chứng minh được 
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Áp dụng kết quả (6) ta có ngay kết quả cần chứng minh. 
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Bổ đề 2.3. Nếu 0 ( ) ,A f x B x    U  thì 
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Bổ đề 2.4. Cho 
*x  là một nghiệm của phương trình (2). 
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=  

Từ đó suy ra 0r   sao cho (0; ) \{0}h B r  , ta có 

* * *
1| ( ) ( ) ( ). |

.
| | 4

F x h F x F x h h m

h

  + − − +
  

Đặt 
*x x h= +  ta có *( , )x B x r  và 
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*
* * 1 | |

| ( ) ( ) ( ).( ) | .
4

m x x
F x F x F x x x  

−
− − −   

Bổ đề 2.5. Cho 
*x  là một nghiệm của phương trình 

(2). Ta có 

 * *( ) ( ) . , 0.F x F x c  −     

Chứng minh. Ta có ( *) 0F x =  nên 

* * *  ( ) ( ) ( )F x F x F x − =  

( )
( )2 *2

max 0;

* *  .

X x
s

x X x e





 
− 

 
−

= −  

+ Nếu 
* 0x =  thì 2

1
(0) 0

s

H f
s


 

− = 
 

. Suy ra 

1 2
(0)f

s s


−   

và 
1 2

(0) (0) .sX f
s s


= −   

Do đó 

( )

( )2 2
0

(0) (0) 0 .

sX
s

sF F X e






−

− = −  

( )
2

0 .
2

(0)
s

s

X c

X
s





 =

−

 

+ Nếu * 2
| |x

s


  thì 

 * * *
2

1
( ) 0

s

H x f x x
s


 

− =  
 

. 

Do đó * * * * *
2

1 1
( ) ( ).

s

x H x f x x f x
s s


 

 = − = − 
 

 

Đẳng thức này chỉ xảy ra khi *( ) 0f x = . Điều này 

suy ra rằng 

* *( ) ( ) 0 0 0, 0.F x F x − = − =    

Vậy * *| ( ) ( ) | . , 0.F x F x c  −     

3. Phương pháp Newton suy rộng 

Như đã trình bày ở phần đặt vấn đề, phương pháp 

Newton suy rộng cho phương trình (2) như sau: 

1. Chọn 0x  ¡  và n  sao cho *
0 00 | | .

4

m
x x

c
  −  

2. Thực hiện bước lặp: 

2.1 Tính 1

1
. ( )

( ) n

n

n n n
n

x x F x
F x




+ = −


 

2.2 Chọn 1n +  sao cho 

*1
1 10 | |,

4
n n

m
x x

c
 + +  −   (8) 

trong đó 1m  là hằng số được xác định trong Bổ đề 2.3. 

Sự hội tụ của dãy { }nx  được đưa ra ở định lí sau: 

Định lí 3.1. Cho 
*x  là một nghiệm của phương 

trình (2), 0  x  ¡  là một số thực tùy ý, và dãy ( )nx  

định nghĩa bởi vòng lặp 1

1
. ( ), 0,1, .

( ) n

n

n n n
n

x x F x n
F x




+ = −  = 


 

Nếu 0x  đủ gần 
*x  và dãy { }n  thỏa mãn 

*10 | |, 0,1, .
4

n n

m
x x n

c
  −  =   

thì dãy { }nx  hội tụ đến 
*x  với tốc độ tuyến tính. 

Chứng minh. Giả sử 0x  đủ gần 
*x  để Bổ đề 2.3 

đúng. Khi đó, ta có: 

* *
1

1
. ( )

( ) n

n

n n n
n

x x x F x x
F x




+ − = − −


 

*1
. ( )( ) ( )

( ) n n

n

n n n
n

F x x x F x
F x

 


= − −


* *1
. ( )( ) ( ) ( )

( ) n n n

n

n n n
n

F x x x F x F x
F x

  


= − − +


 

* *( ) ( )
n

F x F x− +  

* *1
. ( ) ( ) ( )( )

( ) n n n

n

n n n
n

F x F x F x x x
F x

  


 − − −

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* *1
. ( ) ( )

( ) n

n n

F x F x
F x




+ −


 

*
1

1 1

1
. .

4

n

n

m x x c

m m


−
 +  

Vì *10
4

n n

m
x x

c
  −  với mọi n¥ , ta suy ra 

* *
1

1

2
n nx x x x+ −  −  với mọi  .n ¥  Bằng phương pháp 

quy nạp, ta có 0
* *1

.
2

n n
x x x x−  −  Điều này suy ra 

rằng dãy { }nx  hội tụ đến 
*x  với tốc độ tuyến tính. 

Chú ý 3.1. Điều kiện (8) chỉ mang tính lí thuyết. 

Trong thực tế, nghiệm chính xác là giá trị mà chúng ta 

muốn tìm nên không được biết.  

Trong thực hành, chúng ta có thể chọn một dãy 

không âm tùy ý { }n  sao cho tốc độ tiến tới không của 

dãy này nhanh hơn tốc độ tuyến tính (chẳng hạn hội tụ 

bậc đa thức hoặc bậc mũ) và giá trị ban đầu 0  đủ bé. 

4. Một vài ví dụ số về phương pháp Newton suy rộng 

Ví dụ 4.1. Cho 

2 1
( ) ; 0,5; 100;

100
n n

f x x s= = = =ò . 

 Thực hiện bước lặp 1

( )
.

( )

n

n

n

n n
n

F x
x x

F x
+ = −



ò

ò

 

Sự hội tụ của dãy { }nx  được thể hiện ở Bảng 1. Dễ 

thấy nghiệm đúng ở đây là 
* 0x = , và dù ta lấy 0 20x =  

khá xa 
*x  thì cũng chỉ sau 3 bước lặp nx  đã hội tụ về 

*x . 

 

Ví dụ 4.2. Cho 4 2( ) 8 4f x x x= − + ; 0,01 = ; 

10s = ; 
1

100
n n
=ò . 

Thực hiện bước lặp 1

( )
.

( )

n

n

n

n n
n

F x
x x

F x
+ = −



ò

ò

 

 Sự hội tụ của dãy { }nx  được thể hiện ở Bảng 2. Dễ 

thấy nghiệm đúng ở đây là 
* 2x =  và 

* 2x = − , khi ta lấy 

0x  gần với nghiệm nào thì nx  sẽ hội tụ về nghiệm đó. 

Nếu lấy 0 3x =  thì 2nx →  

Nếu lấy 0 4x = −  thì 2nx → −  
 

 

 

5. Kết luận 

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu bài toán 

tìm nghiệm của phương trình không liên tục một biến, 

Phương trình (1), xuất hiện trong các bài toán chỉnh hóa 

cho bài toán ngược. Chúng tôi đã đề xuất một họ các 

hàm khả vi Newton, xấp xỉ cho hàm không trơn trong 

Phương trình (1) và nghiên cứu một số tính chất cơ bản 

của họ hàm này. Trên cơ sở đó, chúng tôi đề xuất 

phương pháp Newton suy rộng cho Phương trình (1) và 
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chứng minh sự hội tụ địa phương của phương pháp này. 

Các ví dụ số đã chỉ ra, phương pháp Newton suy rộng 

rất hiệu quả, có tốc độ hội tụ nhanh như phương pháp 

Newton cổ điển cho phương trình trơn. 
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GENERALIZED NEWTON METHOD  

FOR NON-CONTINUOUS ONE-VARIABLE EQUATIONS  
 

Abstract: In this article, we put forward a generalized Newton method to find out the root of a non-continuous equation. Here we 

only present this method for discontinuous equations in a one-way space. First of all, we propose approximate semi-smooth functions 

for corresponding non-smooth functions. Then, we prove some basic properties that are necessary for the testification of the 

convergence of the generalized Newton method. After that, we prove the convergence of this method in non-continuous equations 

under study. Finally, we present the root findings for a number of specific examples. The numerical examples show that the 

convergence speed of the generalized Newton method is as fast as that of the traditional Newton method. 

Key words: generalized Newton method; non-continuous equation; Newton derivative; semi-smooth approximation; root of a 

non-continuous equation.  

 


