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Tém tat: Cho M 1a mét R —maodun. Mot dac trweng quan trong ctia moédun twa ndi xa da dwoc dwa ra, do
la: Médun M I twa ndi xa khiva chi khi f (M) <M véi moi ddng c4u f clia bao ndi xa ctia M. Hon niva,
trong thoi gian gan day, médun bét bién déng cdu (M dwoc goi la modun bat bién dang ciu néu

f(M) <M voéi moi tw déng cAu f clia bao noi xa cia moédun M) ciling dwoc quan tam nghién cteu béi
nhiéu tac gid. Trong bai b4o nay, ching t6i s& dwa ra mét sé tinh chat ctia médun M ma moi médun con
N clia né & bat bién qua céc phan t Ity déng ctia End(M).

Tir khéa: modun; bat bién; Ity dang; bt bién qua cac dong cau Iy dang; noi xa.

1. Gi¢i thiéu

Cho M 1a mdét R —modun. Mot modun con K ciia M
dugc goi 1a bat bién trong M néu f(K) <K véi moi
ddng cau f cua End(M). Trong 1y thuyét modun, khai
niém modun ndi xa 1a mot trong nhitng khai niém c6 y
nghia siu sic nhat, khai niém nay dugc Baer dé xut
vao nam 1940. Theo d6, mot médun M duogc goi 1a N-
ndi xa néu v6i mdi modun con A cia N thi moi déng cAu
f:A>Mdéu mo

g:N > M. Mddun M dugc goi la ndi xa néu M l1a N-

rong duoc dén dong cau

ndi xa véi moi moédun N. Vao nam 1961, trong [4], cac
tac gia Johnson va Wong da dé xuat mot khai niém mo
rong thyc sy cua moédun ndi xa, d6 1a médun tyra ndi xa.
Mbédun M dugc goi la twa ndi xa néu M 12 M-noi xa.
Khong chi dé xuét khai niém modun tua ndi xa, cac tac
gid trén con dua ra dugc mot dic trung quan trong cua
modun tya ndi xa lién quan dén tinh chat bit bién, do la:
Modun M 14 tia ndi xa khi va chi khi né bit bién trong
bao ndi xa E(M) cua nd. Trong [1], cac tac gia Camillo,
Khurana, Lam, Nicholson va Zhou da chirng minh duoc
réng, vanh céac tu déng ciu ciia mot moédun ndi xa l1a
vanh clean, tirc 12 mdi phan tir ctia né 1a tong ctia mot
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phan tir lily dang va mot phan tir dang cu. Do vay, mot
modun 14 tua ndi xa khi va chi khi n6 bit bién qua cac
dang cau va bat bién qua cac dong ciu lily dang ciia bao
ndi xa cua n6. Mot cau hoi duge dat ra ¢ day la: Néu
mot modun 13 bét bién qua cac dang ciu hodc bat bién
qua cac ddng ciu lity déng cia bao ndi xa cua no thi nd
¢6 nhimg dic trung gi? Trong nhirng nam 70 cia thé ky
trude, cac tac gia Jeremy, Takeuchi, Mohammed va
Bouhy dd dua ra cac khai niém vé médun C1, médun
C2 va médun C3. Mot médun M dugce goi la médun Cl
néu méi moédun con ciia nd déu ¢t yéu trong mot hang
tr truc tiép cua M. Médun M duogc goi la médun C2 néu
moi mdédun con cia M ma déng cdu véi hang tir truc
tiép cua M thi né ciing 1a hang tir truc tiép cua M.
Moédun M dugc goi 1a modun C3 néu hai hang tir truc
tiép cia M 1a A va B théa man ANB=0 thi A®B
cling 1a hang tr truc tiép cia M. Médun M dugc goi la
twa lién tuc néu nod dé)ng thoi 1a moédun C1 va moédun
C3. Vao nam 1974, trong [3], Jeremy da chimg minh
duoc réng, modun M 1a tya lién tuc khi va chi khi no bt
bién qua cac dong céu lily dang cua bao ndi xa E(M) cua
n6. Vao nam 2013, trong [5], cac tac giad T.K. Lee va Y.
Zhou di xem xét 16p modun bat bién qua cac dang ciu
clia bao ndi xa cia nd, d6 13 moédun bét bién ding céu.
L6p mddun nay da duge nhiéu tac gia quan tim nghién
clru tir 2013 cho dén nay. Dac biét, cac tac gia Er, Singh
va Srivastava da ching minh dugc rang, 16p modun bat
bién ddng cdu va 16p modun gid ndi xa 14 tring nhau.
Viéc nghién ctru mgt modun con ciia médun M bét bién
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qua cac déng chu lily ddng cua vanh cac tu ddng céu
End(M) di duoc Fuchs xem xét 1an dau tién vao nim
1970. Theo d6, mot modun con N ciia M duge goi 1a bat
bién qua cic dong ciu lily dang néu f(N) <N véi moi
phan tir lily dang ctia End(M). Hién nhién ta c6, néu N Ia
modun con bat bién trong M thi N 1a bat bién qua cac
ddng ciu lily dang. Trong [7, Example 4.99], cac tac gia
A.Tercan va C. Yucel da dua ra cac vi du dé chimg to
ton tai mot moédun con N ciia M 1a bat bién qua cac dong
chu lily dang nhung N khong 1a médun con bat bién
trong M. Tir nam 1970 cho dén nay, viéc nghién ctru cac
modun con bat bién qua cic dong cau lity dang 1a khong
nhiéu, mot sb it két qua ndi bat vé modun nay da duogc
céc tac gia A.Tercan va C. Yucel néu ra trong [7], chang
han, néu M 12 modun ndi xa thi tit ca cac modun con bat
bién cua M 1a tua ndi xa va tat ca cac modun bat bién
qua cac ddng ciu lily ding cua M 1a tira lién tuc.

Muc dich nghién ctru cua ching t6i trong bai bao
nay 1a nghién ctru cac tinh chit ndi tai cia moédun bat
bién qua cac dong ciu lily ding cling nhu mdi lién hé
ctia médun bt bién qua cac ddng cdu lily ding véi cac
16p modun quen thude khac trong 1y thuyét vanh va
modun.

Co 56 Iy thuyét: Dya vao cac kién thirc co ban cia
vanh va modun dé nghién ciru cac cau triic cia cac 16p
vanh va moé dun lién quan.

Phwong phdp nghién ciru: Dya vao pham tru
Mod-R dé nghién ciru cac két qua lién quan cta bai bao.

2.Két qua va danh gia
2.1. Két qua

Trong toan bd bai bao, vanh R duoc xét 1a vanh
két hop c6 phan tir don vi va tat ca cac R —modun 1a
modun phai unita. Chiing t6i ky hi¢u M, déchi M Ia
R —modun phai. Véi N 1a médun con cia M , chiing
t6i dung cac ky hieu N<M (N<M), N<®* M va
N <* M dé ky hiéu N 1a modun con cia M (tuong
tmg, modun con thuc sy), N 1a hang tir truc tiép cua
M va N 1a médun con cbt yéu cia M .

Dinh nghia 2.1. Modun M duoc goi 2 bat bién qua
Cdf? dong cdu lﬁy ddpg néu moi modun con cua M la bat
bién qua cac dong cau liy dang.
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Vi du 2.2. M&i médun khong phan tich dugc 1a mot
modun bat bién qua cac dong cau liy dang vi cac dong
c4u lily dang cua no chi la dong cdu khong va dong cau
ddng nhat. Chang han, véi Z 1a vanh cac s6 nguyén thi
Z —mbddun Z 1a bat bién qua cac dong cau liy dang.

Vi du 2.3. Cho Z 1a vanh cac s6 nguyén, xét
Z —mbddun Zg. Tat ca cdc hang tir tryc tiép cua
médun nay 1a 0, Zg, 22 va 32 Do 6, Z — modun

6Z 6Z
Z, 1a bat bién qua cac dong cau lity dang. Tuy nhién,

Z —mbdun Z, khdng ndi xa vi né 1a modun khong

chia duoc.

Vi du 2.4. Cho K la mét truong. Bit R :[K Kj
0 K

va M :(E E] Khi d6, Mg la mot moédun ndi xa.

Tuy nhién, néu xé R-ddng cau e

KEKY (K KY g xdc dinh boi
K K) K K

eab:ab thi ta c6 e = e va
c d 00

e 01 = 01 € 01 R. Vi vay, Mg khong phai
01 00 01

1a modun bat bién qua cac ddng cau liy dang.

Nhan xét 2.5. Tu cac Vi du 2.3 va 2.4, ta cd 1op
modun nodi Xa va 16p modun bat bién qua cac dong cau
lity dang la khac nhau.

Vidu 2.6. Cho V =UF @WF 1a mot khdng gian

vecto 2-chiéu trén truong F. bat

R:{(a Vj/aep,vev}. Khi d6, R 1a mot vanh
0 a

. , ) 10 X F V
giao hoan. Xét e = vai M =eR = .
0 0 0 0

Theo [6, tr.10], ta c6 M khong phai 1a modun C1. Tuy
nhién, vi médun Mg 13 khong phén tich dugc nén nod la
modun bt bién qua cac dong ciu liy dang.

Tiép theo, chung toi dua ra mot dau hiéu nhan biét
vé modun bét bién qua cac dong cau lily dang nhu sau:
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B6 dé 2.7. Cho M 1a mét R-médun. Khi @6, M la mét
médun bat bién qua cac dong cdu lity dang khi va chi khi
véi bt Ki tu dong cdu lity ddng f ciia M va véi méi phan
tr me M ,tontai ¥ € R sao cho f(m) = mr.

Chiing minh. (=>). Gia st M 1a mot modun bat
bién qua cac dong céu liy dang, m e M va f la mot ty
dong céu lily dang cua M. Khi d6, vi f(mR) <mR
nén ton tai ¥ € R sao cho f(m) = mr.

(<=). Gia s N 1a mot modun con bat ky cia M va f
la mot ty dong cau lily dang cua M. Khi d6, theo gia
thiét, véi moi Ne N, tdn tai r € R sao cho f(n) = nr.
Vi nre Nnén f(N)<N. Do vay, M la mjt médun
bat bién qua cac dong cau liy dang.

Déi vai tat ca cac 16p modun da duge dé cap trong
cac vi du néu trén va nhiéu I6p modun khac thi hang tir
truc tiép ludn cé tinh chat di truyén. D6i voi médun bt
bién qua cac dong cau lily dang thi chung t6i ciing
chimg dwgc modun con cua nd ¢d tinh chét di truyén thé
hién trong b6 dé dudi day:

B6 dé 2.8. Mdi hang ti truc tiép cua mét médun
bdt bién qua céc dong cau liy dang la bdt bién qua cac
dong cdu lity dang.

Chaing

f:N—>N

M=N®N’' va
& mot dong ciu liy diang. Dat

minh. Gia s

(p:(cf; gje End(M)- Khi d6, ¢ 1a mot ty dong cau

liiy dang caa M. Theo gia thiét, ta c6 @(H) <H voi
moi H<N.Dods, f(H)<H véimoi H<N.
Diéu nay ching to N 1a bat bién qua cac dong cau liy
dang.

Tiép theo 1a mot tinh chét cia modun con bt bién
qua cac ddng ciu liy ding.

Ménh d@é 2.9. Cho N 1a mgt médun con ciia M. Khi
dé cdc diéu kién sau ddy la tuong dwong:

(1) N 1a mét médun con bdt bién qua cdc dong cau
lity dang.

2) e(N)=e(M)N véi moi dong cdu liy dang
ecEnd(M).

Chang minh. (1) = (2) . Vi N 1a mot modun con bat
bién qua cac dong céu liy dang nén e(N)< N . Do
e(N)<e(M) nén e(N)<e(M)AN. Mat khac, néu
xee(M)
xenN

xee(M)NN thi { Khi d6, ton tai

yeM aé
x=e(y)=e?(y)=e(x) ee(N). Diéu nay ching to
e(M) N <e(N) vadods, e(N)=e(M)~N .

2= @. vi e(N)=¢(M)NN véi moi dong
ciu liiy dang e End(M) nén e(N)<N véi moi
dong céu lily ding e e End(M) hay N 1a mot modun
con bt bién qua cac ddng céu liy dang.

e(y)=xeN. Suy ra

Sau déy, ching tdi gidi thiéu va ching minh mét s6
tinh chat lién quan dén mdi lién hé gitra cac médun con
ciia mot médun M v6i moédun M. Trude hét 1a két qua
lién quan dén médun con hiru han sinh.

Ménh dé 2.10. Cho M |1& mér médun. Néu moi
médun con hitu han sinh cia M 1a bat bién qua céc
dong cau lity dang thi M ciing vay.

Chizng minh. Cho f :M — M 1a mét dong cau

liy ding va meM . pit N =mR+ f(m)R. Kni
d6, N 14 mot modun con hitu han sinh cua M. Néu
neN th n=mr+f(m)r,. suy raf(n)=
f(mr)+f2(m)r,= f(m)(r+r,)eN
f(n)=f(m)+f*(m)r,=f(m)(r+r,)eN
f(n)=f(mr)+f*(m)r,=f(m)(r+r,)eN hay
f(N)<N. Do d6, han ché cia f trén N 1a dong chu liy
dang. Theo gia thiét, taco f (m) e mR. Vi vay, theo B6
dé 2.7, ta cd M la bét bién qua cac ddng cau liy dang.

~ Ménh as 2.11. Mgt médun con la bdt bién qua cac
dong cau lﬁy, da’r)g neu né |?. giap cua rpét ho céac
modun con bat bién qua cac dong cau lity dang hodc nd

duoc sinh béi mét ho cde médun con bat bién qua céc
dong cau lity dang.

Ching minh. Cho M 1a mét R -médun va

N = N N, trong d6 cic N; 1a mddun con bét bién qua
le
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cac dong cau liiy dang. Néu ne N thi ne N, véi moi

iel. Gia st e>=eeEnd(M). Vi méi N, Ia
modun con bat bién qua cac dong cau liy dang nén

e(n) e N; véi moi i el . Do do, e(n)e_mlNi:N

vataco €(N)<N hay N la modun con bat bién qua
cac dong cau lily dang.

Bay gio, gia st médun con N dugc sinh béi ho cac
modun con {Ni} voi el . Khi dé, véi moi ne N
thi n=>n. Néu e’=ecEnd(M) thi ta c6

iel
e(m) = Ye(n) S e(N) =N Do s, e(N)<N
iel iel
hay N 1a modun con bat bién qua cac dong cau liy dang.

Ménh dé 2.12. Néu M la médun tia lién tuc va bdt
bién qua cdc dong cau liy dang thi méi modun con cua
M ciing la tya lién tuc va bat bién qua cdc dong cdu liy
dang.

Ching minh.Cho N<M, xeM va f:N—>N
la mot @ong cau liy dang. Vi M 1a tua lién tyc nén f
mé rong duogc téi tw dong cau lily dang ¢ cua M. Theo
gia thiét, ta c6 g(X) e XR, do d6 f(X) e XR. Theo
BS dé 2.7, ta c6 N Ia bét bién qua cac dong ciu liy
dang.

Gia st h:H > H 1a mét ty dong céu liy ding
cia moédun con H cua N . Vi M Ia tya lién tuc nén h
mé rong duoc téi ty dong ciu liy dang K cua M. Mic
khac, ta c6 K(N) <N va k|, =h. Vivay, h mo rong
duoc t6i ty dong cau lily dang cia N. Do do, N 14 tya
lién tuc.

Ménh d@é 2.13. Cho R la vanh con cza vanh S va

R # S . Néu Sr la médun bdt bién qua cdc dong cdu iy
dang thi tdp cac phan tir dong cau lity dang cua R va
tdp c&c phan tir dong cdu liiy dang cua S 1a tring nhau.

Chiing minh. D& dang thay dwoc tap cac phan tir
ddng céu lily dang cua R 14 tap con cua tap c4c phan tir
dong cau lily dang cua S. Ta s& ching minh tap cAc phan
tir dong cAu lity didng cua S 13 tap con cua tap cac phan
tir ddng céu lily dang cua R. That vay, gia sir ton tai mot
phan tir dong céu lily dang a€ S ma ag R. Ta xét

12

anh xa @:S — S duogc x4c dinh bsi @(X) = ax. Khi
do, @ la mot phan tir ddng cdu lily dang cua Sg va
¢(1) =a ¢ R. biéu nay Ia mot mau thuin, do vay tap
c4c phan tir dong cau lily dang cia R va tap cac phan tir
ddng cau lily dang caa S 1a tring nhau.

Mot moédun M dugc goi 1a médun chudi néu moi
modun con LvaNcaaMthi L<N hoic N<L.

Cho Z Ila vanh cac sé nguyén, xét Z — modun
Z,.Theo Vidyu 23, tacé Z, 1abit bién qua cic dong

cu lity ddng. Xét 2 modun con cua Zg 1a N = {(_), é}
va L:{ﬁ,é,i}. Khi do, taco N £L va LZN.

Vivay, Z¢ khong phai la médun chudi. Tuy nhién, moi
modun chudi 1a bat bién qua cac dong céu liy dang
dugc thé hién qua ménh dé sau déy:

Ménh dé 2.14. Moi médun chudi 1a bat bién qua
cdc dong cau lity dang.

Chitng minh. Gia s M 1a mot modun chudi. Lay
0OxmeM va feEnd(M) sao cho f>=1f va

f(m)gmR. Vi MR<T(MR nén ta co m = fim)r
voi reR.Suyra f(m)—mreKer(f). Do m=#0
va Ker(f)<mR nén f(m)-mremR, suy ra
f(memR 1a mot mau thudn. Vay, M 1a médun
chudi.

Trong phan gici thiéu, chung ta da biét hai khai
niém moédun con bat bién va médun con bat bién qua
cac ddng ciu liy dang 1a khong tring nhau. Dinh ly sau
day chi ra rang, khi moédun con la hang tir tryc tiép thi
hai khai niém trén Ia tring nhau.

pinh Iy 2.15. Cho M =M, ® M, Ia téng truc
tiép ciia médun con My, Ma. Khi @6 cde diéu kién sau
day la twong duong:

(1) My 1a mgt médun con bat bién cia M.

(2) My 1&a mét médun con bat bién qua cdc dong cau
lity déng cua M.

(3) HOI’TI(Ml, Mz) =0.

Chang minh. (1) = (2) . Hién nhién.
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2)=@). Gia st M: = eM) voi
e’ =ecEnd(M). Goi f: e(M)—>M,. Kni do,

e O
ta co (fe)‘e(M)zf. bit ¢=(f 0], taco ¢ la

mot ty dong cdu cua M va ¢2 =q.
Vi e(M) 1a médun con bét bién qua cac dong cau

liy dang cia M nén ¢(e(M))Se(M). Do do,

e(M )+fe(M ) Se(M ) hay fe(M ) =0.Suyra

f=0.

Py P

P

(3)= (). pat (p=( jeEnd(M)

trong d6 ¢;: M; —M,;. Theo gia thiét ta c6

@, =0 nén @(M,)<M,. Do d6, M; 1a médun con
bat bién cua M. W
Tir Pinh 1y 2.15, chung t6i thu dwoc mét sé hé qua

sau day:

Hé qua 2.16. Neu M =@ M, 1a mgt médun bat

icl
bién qua cdc dong cau liy dang  thi
Hom(Mi, Mj)zovo’i moi i, jel vai#j.

Mot médun M duogc goi 1a hizu hgn Dedekind hay
hitu han truc tiép néu M khong dang cau véi mot hang
trtructidpHcoaMma H #M .

Hé qua 2.17. Moi médun bdt bién qua cdc dong
cau lity dang 1a hiru han tryec tiép.

Ching minh. Gia st M = A@ B 1a mét modun
bat bién qua cac ddng ciu lily ding va B ; M . Khi do,
Hom(A, B)=0 vadod6A=0.SuyraB=M.Vi
vay M 1 hiru han tryc tiép. W

Mg¢nh @& 2.18. Cho M = @ M. Ia mét tong truc

iel
tiép cdc médun con Mi cia M. Néu N la médun con bat
bién qua cdc dong cau liy dang cua M thi

M =®(M. AN).

iel

Ching minh. Vi M =@ M, nén ton tai mot ho

iel

cac dong cau lily dang truc giao {ei}_

., cua End(M)

sao cho M; =g (M). Voi bit ki neN, tn tai

by, ..oheel vam,m, ..,m eM sao cho
1 2 k

21

n=e (mi1)+ei2(mi2)+ L +eik(m. ) Hon nita, véi

iy I
bat ki | 6{1,2, e k}, do N 1a mot modun con bat
bién qua cac ddng cdu liy ding caa M nén
e, (N)<N.Vivay e (n)=g, (m )eM, nN.Suy
ra
k r

n=e, (mi1)+L +6, (mik) c ,-(E(Mij A N). Do do,
N<®(M;AN)<N hay N=&(M;N).

le le

Tir Ménh dé 2.18, chung t6i thu duoc mot sé hé qua
sau day:

Hé qua 2.19. Cho M = @I M, 1a mgt tong truc

le
tiép cdc médun con M; ciia M. Néu M la médun bdt bién
qua cdc dong cdu liiy dang thi M = G?(Mi NN) vei
le

Mmoi modun con N cua M.

Mot mbédun M duoc goi 1a thoa man tinh chat SSP
néu K+L Ia mot hang tir tryc tiép cua M véi bat ki
cac hang tur tryc tiep K va L caa M.

Moédun M duogc goi 1a thoa mén tinh chat SIP néu
K ML 1a mét hang tr truc tiép cua M voi bét ki cac
hang tir truc tiép K va L caa M.

, Hé q}Jﬁ 2.?0. Moi médun bd‘E bién qua cic dong
cau lity dang deu thoa man tinh chat SIP va SSP.

Ching minh. Cho M =K®K'=L®L"'. Tu
Ménh dé 2.18, ta c6 K=(KNL)®(KNL'") va
L'=(KAL)®(K'"L'). Khido, K AL Iahang ti
truc tiép cia M va K+L=L®(KNL"). Suy ra
M=L®L'=LDO(KNLYS(K'nL"
=(K+L)®(K'"L"). Do d6, M théa man tinh chét
SIP va SSP.

13
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Trong Pinh 1y duéi day, khi M = (—DI M, thi chiing
le
t6i ching minh duoc rang, néu M; 1a modun bat bién
qua cac ddng ciu liy ding voi moi iel va
N =_€|')I(|\/|i M N) véi moi modun con N caa M thi M
le
Ia mot modun bét bién qua cac dong cau lily dang.

binh ly 2.21. ChoM :@.Mi' Khi dé, cac diéu
le

Kién sau ddy la twong dwong:

(1) M 1& mét médun bat bién qua cdc dong cdu lity
dang.

(2) Mi la médun bat bién qua cdc dong cau lity
dang véi moi iel va N =_6-)I(Mi NN) véi moi

le

modun con N cua M.

Cheeng minh. (1) = (2) . biéu nay duoc suy ra tir
B dé 2.8 va Hé qua 2.19.

2)=@) cia st M =_®|Mi théa man (2).
Truéc hét ta can chiing minh Hom(Mi, Mj)=0 VO
moi i, jel, i# j. Thatvay, véibatki i, jel, i# j
va f: M; — M;.Néu m; € M; thi theo gia thiét ta
c6 (m+f(m))R=&(M,~(m +/(m))R). Do

m+f(m)=
(mi+f(mi))ri+mi+(f(mi))rj véi
(m+£(m))5 €M m+(f(m))reM;.  Thé  thi

a6, ton tai I, r,eR sao cho

m=(m+f(m))r va do vy m=mpr

vaf(m)r=0.Suy raf(mi)zo hay vay f = 0. Gia
st o2 M — M lamét dong cau lity dang cia M va N
l& mot modun con cia M. Thé thi N =€|—)(MimN) va

iel

@(N)=>"p(M; "N). Mic khic, tr gia thiét, ta c6

il
thé viét @ nhu mot ma tran (/)=((pij)lxI V6i
@M, > M, va ¢, =0 véi moi i, jel, i#].
Khi do, @°=@, ¢:=@. voi moi iel. Suy ra
@ (M;AN)<M; NN va do do
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p(M;AN)<M;AN véi moi iel. Vi vay,
p(N)=> o(M;AN)<N.

icl
2.2. Panh gia

Bai bao da chi ra dugc mét so tinh chét co ban méi
ctia médun bét bién qua cac dong cau liy ding. Dong
thoi, méi lién hé gitta modun bét bién qua cac dong cau
lity dang va mot s6 16p moédun quen thude khéc trong ly
thuyét vanh va modun ciing da duoc bai béo chi ra.

3.Két luan

Trong bai bdo nay, ching tdi nghién ctu 16p médun
M ma moi modun con cta nd 1 bét bién qua cac dong
céu liiy dang cua M. Lép modun nay va 16p modun ni
Xa la khac nhau (Nhan xét 2.5). M&i lien hé cua mot
modun bat bién qua cac dong céu lily dang véi cac
moédun con ciia n6 dwoc ching tdi nghién cuu trong
Ménh dé 2.10, Ménh d& 2.11 va Ménh dé 2.12. Ngoai
ra, moi quan hé gitra moédun bét bién qua cac dong ciu
lity dang véi cac 16p modun khéc ciing duoc ching toi
dua ra trong bai bdo nay. Ching han, moi médun chudi
la bét bién qua cac dong cau liy dang (Ménh dé 2.14).
Nhu trong phan giGi thiéu da dé cap, dbi véi mot moédun
M bat ky thi mot modun bat bién caa M 12 bat bién qua
cac dong ciu liy ddng nhung didu nguoc lai thi khdng
phai bao gio ciing ding. Piéu nay thuc diy ching toi
quan tdm dén diéu kién khi nao thi mot moédun con bt
bién qua cac dong cau lily dang 1a modun con bat bién.
Két qua trong Pinh 1y 2.15 da chi ra rang, khi My Ia
hang tir truc tiép caa M thi M; 1a médun con bat bién
qua cac dong ciu liy dang khi va chi khi My 1a modun
con bét bién ciia M. Ciing tir Dinh Iy 2.15, chiing t6i thu
dugc mot s6 hé qua nhu: moi moédun bét bién qua cac
dong cau lity dang 1a hitu han tryc tiép (Hé qua 2.17)
hay moi modun bat bién qua cac dong céu liy ding déu
thoa man tinh chat SIP va SSP (Hé qua 2.20).

Khi nghién ciru vé mot I6p modun thoa man tinh
chét C nao dé, ngudi ta thudng quan tam dén tong truc
tiép cliia cac modun thoa man tinh chat C c6 1a mot
modun thoa mén tinh chéat C hay khong. Trong Dinh ly
2.21, khi M =@ M, thi ching tdi ching minh dugc

iel

rang, néu M; 1a modun bat bién qua cac ddng cau liy
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dang véi moi i el va N =@®(M, nN) véi moi modun
iel

con N ctia M thi M la mot modun bat bién qua cac dong
céu lity dang.
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MODULES INVARIANT UNDER IDEMPOTENT
HOMOMORPHISMS

Abstract: Let M be a right R-module. A quasi-injective module is characterized as follows: a module M is quasi-injective if and
only if (M) < M for any endomorphism f of the injective hull of the module M. Moreover, recently, automorphism-invariant modules

(M is said to be automorphism-invariant if f (M) <M for any automorphism f of the injective hull of M) have been a research focus

for many authors. In this article, we present some properties of module M of which every submodule N is invariant via idempotent

elements of End(M).

Key words: module; invaraint; idempotent; projection-invariant; injective
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