UED Journal of Sciences, Humanities & Education — ISSN 1859 - 4603

Nhan bai:
28 - 09 - 2015
Chap nhan d&ng:
30-11-2015
http://jshe.ued.udn.vn/

TiNH LIEN TUC CUA ANH XA DA TR| TRONG KHONG GIAN VO HAN CHIEU

Tran Van Sv

Tém tat: Myc dich cla bai b4o nay & nghién ctu tinh C-lién tuc trén va tinh C-lién tuc dwéi cla anh xa
da tri trong céc khéng gian topd tuyén tinh 16i dia phwong Hausdorff dwéi ngdn nglr ciia moét nén 16i
(ho&c nén 16i déng) cé phan trong khac réng. Cu thé, trong Ménh dé 3.1, ching t6i cung cap moét diéu
kién can dé trén dd thj ciia mét anh xa da tri xac dinh c6 phan trong khéng réng. Trong Ménh dé 3.2,
chiing téi nghién ctru anh xa da trj C-bj chan trong mét lan can dwoc xac dinh nao dé. Trong céac Binh i
3.3, 3.5, 3.6 va cac Hé qua 3.7, 3.8, ching t6i dwa ra cac diéu kién can dé& mot anh xa da tri 1a C-ntva
lién tuc trén (viét don gian C-u.s.c) hay C-ntra lién tuc dwéi (viét don gian C-l.s.c). Trong Binh i 3.4,
ching t6i cung cp mét diéu kién can va da vé anh xa da tri C-bi ch&n tai mét diém cho truwéc.

T khéa: Tinh lién tuc cla anh xa da tri; Khong gian tépd tuyén tinh 16i dia phwong Hausdorff; C-bi

chén; C-twa 16i dwéi; C-u.s.c; C-l.s.c.

1. Gi&i thiéu

Giai tich da tri hién nay 1a mot van dé mai cho
nghién ctru toan hoc, mic du ching da xuét hién rat lau
khoang nhitng nim 30 cua thé ky XX. N6 ¢6 nhiéu tng
dung trong toan hoc nhu 1y thuyét toi wu va ly thuyét
diéu khién (xem [4])... V4n d& quan tdm nhat trong
nganh giai tich da tri hién nay d6 1a nghién ctiu sy ton
tai nghiém cho bai todn téi wu da tri, cAc bai toan tya
can bang... ma tinh lién tuc hay tinh bi chan theo nén
thir tw cta cac ham ddi tuong ciing giit mot vai trd quan
trong. Trong giai tich ham, mot toan tir tuyén tinh mudn
lién tuc tai mot diém chidng ta chi can chi ra toan tir d6
14 bi chan va mot cau hoi dugc nay sinh ngay lic nay la:
Khi nao mot anh xa da tri 1a nia lién tuc trén (dudi)
theo noén thir tu va tinh nia lién tuc theo non thir tu cua
mot anh xa da tri ¢6 quan hé gi vai tinh bi chin theo nén
thr ty cua né. Hon nita, ching ta ciing duoc biét rang,
mot anh xa da tri bt ky khong thé 1a bi chan theo nén
thir ty bat ky trong cac khong gian vo han chiéu duoc,
tuy nhién mot anh xa da tri nira lién tuc theo nén thu tu
va c6 thém tinh chit compact thi cé thé xay ra diéu
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nay. Vi vay trong bai bao nay, ching toi lva chon chu
dé tinh lién tuc cua anh xa da trj trong khong gian vo
han chiéu dé tién hanh nghién ctu cu thé cac van dé
duoc néu bén trén.

2.Co s& ly thuyét va cac két qua lién quan
2.1.Co sé& ly thuyét
2.1.1. Cac dinh nghia

(i) Cho X, Y la cac khong gian topd tuyén tinh 16i
dia phuong Hausdorff, C I& mot n6n trong Y, D 1a mot
tap con khéc rdng trong X va F:D < X — 2" 1a mot
anh xa da tri (& day ky hidu 2" thay cho ho ciia tt ca
cac tap con cua Y). Cho A la mét tap con khac rong
trong Y. Nhic lai raing, X € A 1a mot diém hiu hiéu
Ideal ciia A twong ung véi C néu Y € X+C voi moiy
trong A. Tap tat ca cac diém hiru hiéu Ideal cua A duoc
ky hiéu boi IMin(A|C). Tap con C <Y duoc goi la
mot nén trong Y néu tc e C vai moi ceC, t>0.
Néu tap C c6 tinh chét T thi ta néi C Ia nén c6 tinh chét
T. Mién cua 4nh xa da tri F ky hiéu Ia
domF:={xeD|F(x) #¢ }.

(ii) Anh xa da tri F dugc goi C-tya 161 duéi trén D
néu tap D 16i trong X vamoix,y € D, t €[0,1] taco
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F(tx+(1-t)y) c F(X) - C hoic
F(tx+(@-t)y) < F(y)-C.

(ili) Anh xa da tri F duoc goi 1a C-bi chin néu véi
moi W 13 14n cén cua O trong Y, ton tai sé thuc t>0 sao
cho F(D)ctW+C. Tap AcY duoc goi la C-bi
chin néu v6i moi W 14 14n c4n cta 0 trong Y, ton tai sb
thyc t>0 sao cho ActW +C.

(iv) Anh xa da tri F duoc goi 1a compact néu F(D)
Ia tap compact tuong ddi trong Y, nghia 1a bao dong cua
F(D) la compact.

(v) Anh xa da tri F duoc goi 1a C-u.s.c (t.u C-1.5.c)

tai diém X, € D, néu v6i moi W 14 lan can cua O trong
Y, ton tai U 13 14n c4n cua X, sao cho:

F(X)cF(x,)+W+C
(F(x)csF(x)+W-C)

vai moi X e U mdomF.

(vi) Anh xa da tri F duoc goi la C-u.s.c (tu, C-ls.
c) néu F 1a C-us.c (tu, C-l.s.c) tai moi diém X, € D.
Anh xa da tri F duoc goi la C-lién tuc néu F la C-u.s.c
va F 1a C-l.s.c tai moi diém X, € D.

2.1.2.Cacchay

Cac ky hiéu C-u.s.c thay cho tinh C nura lién tuc
trén cua mot anh xa da tri F va C-l.s.c thay cho tinh C
nira lién tuc duédi cia mot anh xa da tri F. Tir nay tré di,
néu khong c6 su md ta khac, ching ta ludn gia st rang
X,Y, A, D, C vaF dugc md ta nhu gidi thiéu bén trén.
2.2. Cac két qua lién quan dén bai bao

Trong muc con ndy, ching t6i s& gi6i thiéu mot s6
két qua quan trong va can thiét cho cac chimg minh cia
c4c trang gidy nay. Ban doc c6 thé xem chirg minh chi
tiét & cac tai liéu tham khéo [1] va [2] & cudi bai béo.
2.2.1. B6 dé [2, 3] Gia sir rang Y duoc sép tha ty boi
mot non C va ye€ AcY. Su twong duong sau ludn
ding :

ye IMin(A|C)< Acy+C

< x—-yeC (VxeA).

2.2.2. B6 dé [1] Cho C 1a nén 16i dong trong Y va
F:D— 2" 1a mot anh xa da trj compact. Khi d6 néu
diéu kién

() ( VX, 2%, YeF(x)+Cy, >y,

=Y, eF(x)+C)
dung, thi F 1a C-u.s.c tai diém Xy -

Nguoc lai, néu F 1a C-us.c tai X, véi F(X,) # ¢
va F(X,)+ C dong thi lai thu dugce két qua (*) ding.
2.'.".3. B6 dé [2] Cho C la mot non 15i trong Y véi
phan trong khac rong. Khi do:

C+C=C, C+intC=intC,
tCcC (Vt=0).

3. Két qua méi cua bai bao

Sau déy chlng t6i s& gioi thiéu mot sb két qua mai
vé tinh lién tuc hodc sy bi chan cua mot anh xa da tri F
trong cac khdng gian 15i dia phuong X, Y theo ngén
ngir ciia mot non 16i (c6 thé dong) véi phan trong khong
rong.
3.1. Ménh dé Cho X, Y la cac khong gian topd tuyén
tinh 161 dia phuong Hausdorff, D 1a tap con khac rong
chira trong X va Y dugc sa"lp thtt tw bdi mot non 16i C ¢o
phan trong khiac réng. Cho mot 4nh xa da tri

F:D — 2". Ky hiéu boi
EPI(F)={ (X «)eDxY|F(Xx)ca+C},
Khi d6 int (EPI(F)) #¢ néu ton tai mot 1an can U

nao d6 cua mot diém Xo ndo d6 nam trong tap con xac
dinh D sao cho

IMin(F(U) | C) #4.

Chirng minh: Goi U 1a mat 1an cin nao d6 cua mot
diém Xo nao do6 trong D sao cho IMin(F(U)|C) # 4.

Lay tiép phan to «, € IMin(F(U)|C), theo két qua
Bodé2.2.1taco F(U) < o, +C. Tiép theo ta dat
V.. ={(x,z2) eDxY:xe U, a, € z+intC}.

Chang ta s ching minh rang  tap
V, #4, V, cEPI(F) va V, mo trong DxY.
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That vay, vi nén 15i C c6 phan trong khac rdng, nén ta
c6 thé lay phan tur e thudc int(C) va ddt z = ao - e, khi d6
hién nhién ta ludn cé U,z)cV, . Diéu nay suy ra
duoc rang tap Vv, #4. Lay tuy y (X, 2) eV, , khi dé
ton tai 1an can mé U ciia x trong D va hon nira, theo gia
thiét ta co int(C) khdng rdng, do d6 ton tai mot lan can
mé Vo cua z sao cho (U,,V,) < V, .SuyraV, latap
mo. Cubi cung, liy tuy y mot cap (X, z) eV,
coxeU va a,ez+int(C) nén dé dang suy ra dugc
két qua sau
F(X)ca,+C=(a,-2)+2+C
cz+int(C)+C=z+int(C)cz+C

do C 1a nén 16i trong Y. Vay, ta da chimng minh
dugc (X,z)eEPI(F). Diéu nay chi ra duoc ring
int(EPI(F)) #¢ va Ménh & 3.1 dwoc ching minh
xong.
3.2. Ménh dé Vi cac gia thiét dugc xac dinh nhu &
Ménh de 3.1. Gia str ton tai mot 1an can U nao do trong
D sao cho IMin(F(U)|C) # ¢. Khi d6 F(U) 1a C-bi
chén trong Y.

Ching minh: That vay, liy tuy vy
a, € IMin(F(U)|C)vat >0 1a mt sé thue duong
sao cho v&i moi W 13 1an can caa gdc trong Y, ta co
@, €tW. Theo dinh nghia diém hitu hiéu Ideal ddi véi
nén C, né kéo theo ring F(U) ctW +C. Vay F(U) la
C-bj chan trong Y va Ménh d 3.2 dwoc ching minh
xong.

3.3. Binh li Cho D la mét tdp con trong khong gian
topd tuyén tinh 16i dia phwong Hausdorff X,

F:D—>2"1a 4nh xa da tri, CCY 1a non 10i dong
trong Y va hon nita anh xa da tri F 1a compact. Gia su
ring tdn tai mot 1an can U nao do cia diém X e D sao
cho F(X) N IMin(F(U)|C) #4. Khi d6 F la C-us.c
tai ;

Chitng minh: Ching ta ap dung B6 d¢ 2.2.2 néu &
phan gidi thiéu cho chimg minh Binh Ii 3.1 nhu sau:

Goi xp 12 mot ddy tuy y trong D hoi tu v& X va y; la
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mot ddy tuy y trong F(xs) + C hoi tu vé yo. Chlng ta
phai chi rarang y, € F(x)+C. Theo Tén va Lin[1] thi

F 1a C-u.s.c tai X. That vay, tacé X, ~5 X nén ton tai
f,>0sa0 cho x,eU voi moi B> f,. Liy tly y
diém

yeF(x)nIMin(F(U)|C),

Thi  yeF(x), FU)cy+C. Véi moi
Bzp, taco y,eF(x,)+CcFU)+C. Suy ra

Y, €§/+C VB =P Vi YH-C dong trong Y do C 1a
nén doéng nén cho S — 400 ta dugc Y, € )_/ +C. Tu

day suy ra Y, € F()_()+C. Vay F la C-u.s.c tai X va
Dinh 1i 3.1 dugc ching minh day du.
3.4.Dinh li Cho D la tip con trong khong gian topod
tuyén tinh 10i dia phuong Hausdorff X, F:D — 2" 1a
anh xa da tri C-usc, CcY 1a non 15i trong Y va
X, € DdomF. Khi d6 F la C-bi chén tai xo khi va chi
khi F 14 C-bi chdn trong mét 1an cén nao do6 ctia xo trong D.
Chitng minh: Chiéu nguoc lai cua Binh Ii 3.4 14
hién nhién. Chidng ta chiing minh chiéu thuan. Gia sir F
la C-bi chan tai xo, khi d6 v&i moi W 12 1an can 13i cua
gdc 0 trong Y, ton tai to> 0 sao cho F(x,) = t,W +C.
Mic khac, F la C-u.s.c nén F la C-u.s.c tai Xo, khi d6 vé6i
moi W 1 1an can 16i caa goc 0 trong Y (van chon lan
can 16i W nhu & trén), ton tai U 1a 1an can cua Xo trong
F(X)cF(x,)+W+C vsi moi
x e U mdomF. Suy ra ring

F(X)ctW+W+C

D sao cho

do nén C 16i trong Y. Do cach chon W la mot tap
16i va C 1a mot non 16i nhu trong gia thiét nén suy ra
dugc F(X) ctW +C voi t:=to+1. Diéu nay ding voéi
moi X e U mdomF. Vay F la C-bi chin trong mot 1an
can U cua Xo trong D va Pinh i 3.4 dugc chung minh
xong.
3.5. Pinh li Cho D 1a mét tap con 15i can déi trong X.
Gia su r?lng Y duoc sép thor tuy bdi mot ndn 16i C va

F:D—2"1a 4nh xa da tri C-tya 16i dudi trén D véi
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0eF(xX)—C VxeD.Khi do, néu F la (-C)- bi chin
trong mot 1an cén U nao d6 trong D thi F 1a C-l.s.c trén U.

Chang minh: Gia sir U la mot 1an can nao do trong
D sao cho F 1a (-C)-bi chin trén U. Vi D can ddi nén ta
c6 thé xem U can ddi. Lay diem x, eU tuy y. Goi W
la mot lan can ty y cﬁa’géc 0 trong Y, khi d6 theo dinh
nghia ton tai s6 thuc t>0 sao cho
F(U) ct,W-C. Khong mét tinh tong quat cta bai toan
ta xem Xo=0. Pt tiép tap U, = min{t,, 13U thi Uo = -
Uo va la mot 1an can cua goc O trong D. Xét tuy y
XeUo véi F(X)#¢, tacd —xt " eU. Tur do ta c6
phén tich sau:

t 1
0= X+——(-—x)eD
t +1 1+t t

0

1 . .
do xeU, c D, (-—x) e UC D theo gia thiét va bang
t
cach ap dung dinh nghia vé tinh C-twa 16i dudi trén D
cua anh xa da tri F a duoc

1 t B
F(0)=F(—x+ . (—tox)ng(x)—C hoic

1+t 1+t

(—tolx)) < F(-t'x)-C.

Néu xay ra truong hop dau  thi
F(0) < F(x) - C = F(0) < F(x) + W-C vi W chira gbc
va theo dinh nghia, F 14 C-l1.s.c tai 0. Néu xay ra truong
hop sau thi F(0)cF(U)-C= F(0)ct,W-C i
C+C=C.Do 0eF(x)-C nén

1 t
FO)=F| —x+—
1+t 1+t

FO)c F(Xx)-c+t;w-cc F(X)+tyw-Ccva hé

qua F la C-l.s.c tai 0. Binh Ii 3.5 dwoc chung minh
xong.
3.6. Dinh li Dudi cac gia thiét cia Pinh li 3.5 nhung &
ddy 0e F(x)+C Vx e D va anh xa da trj F la (-C)-
tua 16i dudi trén D va C-bj chin trong mot lan can U
nao do trong D. Khi d6, F la C-u.s.c trén U.

Ching minh: Xét mot nén moi Q voi Q =-C.
Khi d6 F 12 Q- tya 15i duéi trén D va (-Q)-bi chan trong
mot 1an can U nao do trong D. Theo Dinh Ii 3.5, F 1a Q-

Ls.c trén U ma diéu nay tuong dwong véi F 1a (-C)-l.s.c
trén U. Theo dinh nghia tinh C-u.s.c, ta khang dinh rang
F 1a C-u.s.c trén U va chiing minh la day du.

3.7. Hé qua Dudi cac gia thiét cua Dinh 1i 3.3 nhung
& day non 16i C dugc thay thé boi non CN—C va
ngoai ra

0e(FX)-C)N(FX)+C) (¥YxeD) Khi do
ta két luan rang F lién tyc trén U.

Chitng minh: Hién nhién c6 dugc két qua tir cac

binh Ii 3.5 va 3.6 trén véi cha y F lién tuc trén U khi va
chi khi F 1a C-l.s.c trén U va C-u.s.c trén U.
3.8. Hé qua Cho D I tap 1i can dbi trong khong gian
top6 tuyén tinh 16i dia phwong Hausdorff X,
F:D—2"1a 4anh xa da tri, CCY 1a non 16i dong
trong Y ¢ phéan trong khac rong, F 1a (-C)-tua 16i dudi
trén D voi 0e F(X)+C Vx e D. Gia st rang ton tai
mot lan can U nao d6 trong D sao
cho IMin(F(U) | C) #¢. Khi do6 F 1a C-u.s.c trén U.

Chirng minh: Bing cach &p dung Ménh dé 3.2 va
két qua thu dugc tir Dinh 1i 3.6. Biéu phai ching minh.

4.Két luan

Bai bao da chi ra dugc mdi quan lién hé giira tinh
C-bi chan tai mot diém vaéi tinh C-bi chan trong mot 1an
can tai diém d6 ctia mot anh xa da tri theo quan hé mot
non. Ngoai ra, bai bao ciing da khao sat mot s6 tinh chat
nhu tinh C-u.s.c, C-l.s.c cua mot anh xa da tri theo quan
hé mot nén 16i, c6 thé dong. Cac két qua trong bai bao
la hoan toan mai va c6 thé ap dung dé nghién ciru sy ton
tai nghiém cho bai toan t6i wu o vector tbng quat (xem
dinh nghia bai toan trong [3]).
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THE CONTINUITY OF SET-VALUED MAPPING IN INFINITE-DIMENSIONAL SPACES

Abstract: The purpose of this paper is to investigate the upper C-continuity and the lower C-continuity of set-valued mapping (or
multivalued mapping) in Hausdorff locally convex topological linear spaces by means of a convex cone (or a closed convex cone) with
its nonempty interior. Specifically, in Proposition 3.1 we provide a necessary condition for the epigraph of the set-valued mapping with
its nonempty interior. In Proposition 3.2, we research the C-bounded set-valued mapping in a certain given neighbourhood. In
theorems 3.3, 3.5, 3.6 and corollaries 3.7, 3.8, we introduce necessary conditions for the set-valued mapping to become either upper
C-semicontinuous or lower C-semicontinuous (C-u.s.c or C-l.s.c in abbreviation) In theorem 3.4, we provide a necessary and
sufficient condition about the C-bounded set-valued mapping at a given point.

Key words: the continuity of set-valued mapping; Hausdorff locally convex topological linear space; C-bounded; lower C-
quasiconvex; C-u.s.c; C-l.s.c.
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