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MODUN GOLDIE H-NGUYEN TO
H-PRIME GOLDIE MODULES

Huynh Thi Phin, Truong Céng Quynh
Truong Pai hoc Suw pham — Dai hoc Da Nc%ng
TOM TAT
Trong bai bdo nay chuing t6i nghién ctru khai niém maédun con nguyén té theo tinh chét ddng cau
clia cac modun; dac biét theo dinh nghia tich clia cac médun con. Cho M la R-médun phaiva X < M la

modun con bat bién hoan toan cia M. Khi d6, X dwoc goi 1a mdédun con H-nguyén t6 cia M néu moi
médun con bét bién hoan toan | va U clia M sao cho IU < X thi suy ra | < X hodc U < X. Mét s dac trung

clia I&p mddun nay va vanh cac tw ddng cu clia mddun H-nguyén tb da dwoc nghién clu.

Tir khéa: Médun con H-nguyén td; Mdédun H-nguyén t6; Idéan nguyén t6; Médun con bét bién

hoan toan.

ABSTRACT

In this paper we study the definition prime submodules by property homomorphism of
modules; in particular, by definition of product submodules. Let M be a right R-module and X < M be a
fully invariant submodule. X is called H-prime submodule of M if for all fully invariant submodules |

and U of M such that IlU < Xthen < Xor U< X.

Key words: H-prime submodule; H-prime module; prime ideal; fully invariant submodule.

1. Mé dau

Cung v&i sy phét trién cia toan hoc hién
dai noi chung, 1y thuyét moédun duoc nhiéu nha
toan hoc quan tdm nghién ctru va dat nhiéu két
qua xuit sic. Trong d6, médun con nguyén t6 da
xudt hién nhiéu trong cac linh vuc dai sé giao
hoan. Nhiéu nha toan hoc di nghién ciru vé 16p
modun trén nhu 1a C. P. Lu (1984), A.Gaur and
A. Kumar Maloo (2008),.... Nam 2004, Lomp
dua ra khai niém tich cua hai médun con. Trén
co s¢ do, cac tac gid T. C. Quynh va A. Thu da
dua ra khai niém modun con nguyén té dua vao
tich ctia hai modun con va goi ching la modun
con H-nguyén t5. Bai bdo nay s& tiép tuc nghién
ctru sdu hon van dé trén. Mt khac, trong nhiing
nim gan ddy khai niém moédun Goldie xut hién
nhidu va cac ap dung cta ching vao cac 1op
vanh va modun ciling da dugc nghién cuu nhu
chiéu Goldie hiru han, chiéu Goldie manh cua
mot modun.... Pong thoi, mot vai nam gan day,
cac tac gia R. L. McCasland and P.F. Smith, N.
V. Sanh and N.V Vu da nghién ctru 16p moédun
nguyén td, nira nguyén t6 theo nghia khac voi
chiéu Goldie hitu han. Céc tac gia nay da thu

duoc mot s két qua moi, dic biét 1a trong viéc
dua ra két qua vé tinh hitu han cua cac moédun
con nguyén td cuc tiéu.

Trong bai bao nay ching t6i dua ra cac
dic trung ctia 16p modun H-nguyén td va vanh
cac tu dong ciu cia moédun H-nguyén t6. Hon
nira, cadc dédc trung ctia vanh ntra don thong qua
16p mddun H-nguyén t6 ciing di nghién ciru.

Trong toan bd bai bao, vanh R dugc xét
1a vanh két hop c6 phan tir don vi va tit ca cac
modun xét trén vanh R déu 1a R — modun phai
unita. Chiing toi ciing ky hiéu M, dé chi M 1a
R — modun phai. V6i N 1a médun con ctia M,
chang t6i dung cac ky hicu A<M (M <N),
N<®*Mva N<*M & ky hieu N 1a modun
con cia M (twong ung, moédun con thuc su),
N 14 hang tir tryc tiép cia M va N 1a modun
con cbt yéu cia M.

2. Mot s6 két qua vé médun Goldie H-nguyén tb.

Pinh nghia 2.1. Cho M Ia R-mddun phai
va X < M 1a mddun con bat bién hoan toan cia
M. Khi do, X dugc goi 1a médun con H-nguyén
16 cia M néu moi mddun con bét bién hoan toan
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I va U cua M sao cho IU < X thisuyra |l <X
hodc U <X.

DPinh ly 2.2. Cho M la R-médun phdi, X
+ M la médun con bat bién hodan toan ciia M va
S la vanh cac ty déng cau cia M. Khi dé,
a. Néu M la tw xa anh va X la médun con H-

nguyén t6 cia M thi | la idéan nguyén 6 ciia S.

b. Nguoc lgi, néu M la tr sinh va |X la idéan
nguyén té ciia S thi X la médun con H-nguyén té
cua M.

Chirng minh.

a. Gia st M 1a ty xa anh, X #M la
modun con H-nguyén t6 cia M, ta chirng minh
I, 14 idéan nguyén t cua S. Vi X# M nén |,
#S. Goi J, K 1a cac idéan hai phia cta S sao cho
JK < I, . Khi d6, IKM) < I, (M) < X. Mat
khac, ta co JK(M) = > f(M) .

feJK

Gia st J > |, . Khi d6, ton tai h € J
sao cho h & I, suy ra hK(M) < X. Tiép theo ta
ching minh h(M)K(M) < X. That vay, véi moi f
€ Hom(M,h(M)) thi ton tai u € Hom(M,M) sao
cho f = hu (vi M la ty xa anh). Khi d6,
f(K(M))=(hu)K(M) < hK(M) < X. Vi vay
h(M)K(M)= Z f(K(M)) < X.ViXla

feHom(M,h(M))
modun con H-nguyén t ciia M nén suy ra h(M)
< X hodc K(M) < X . Tuy nhién, h ¢ |, nén
ching ta phai c6 K(M) <X hay K< I, . Vay
I, 1aidéan nguyén t6 cua S.

b. Gid sit M 1a ty sinh va |, la idéan
nguyén té cua S, ta chimg minh X 13 médun con
H-nguyén té cia M. Véi moi ¢ €S, U 1a mbdun
con bat bién hoan toan cia M sao cho Sp(M).U
< X.Gia st p(M) > X.

Ta can chimg minh U < X. That vay, vi
o(M) > Xnéng ¢ l,.Do M ty sinh nén U =
Z f(M)cho tap con | < S. Suy ra, f(M) < U

fel
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v6i moi fe I. Khi d6, vi U 1a moédun con bt bién
hoan toan caa M nén U = S(U) =ZSf (M).

fel

suy ra gU)=p(> Sf(M))=> ¢Sf(M).

fel fel

Vip(U) <X nén eSf < |, véimoif e I. Vig
g I, nénfel, (do I, 14 idéan nguyén to
cua S). Suy raf(M) < X voimoi f € I hay U <X.
Viy X 1a modun con H-nguyén t6 cia M.

Pinh nghia 2.3. Mt R-mbédun phai M
duoc goi 1a médun H-nguyén té néu 0 1a modun
con H-nguyén t6 ciia M.

R4S rang, mdt vanh R duoc goi 1a vanh
nguyén t6 néu Rg 1a médun H-nguyén td.

DPinh ly 2.4. Cho M la R-médun phdi va
S la vanh cac tw déng cau ctia M. Khi dé,

a. Néu M la médun H-nguyén té va M tir xa anh
thi S la vanh nguyén t6.
b. Néu M la tw sinh va S la vanh nguyén t6 thi M
la médun H-nguyén ¢6.

Chirng minh. a. Do M la modun H-
nguyén t6 nén 0 1a médun con H-nguyén t6 cua
M. Khi d6, tap lo = 0 la idéan nguyén t6 cua S.
Viay S 1a vanh nguyén td.

b. Do S 14 vanh nguyén t6 nén 0 13 idéan
nguyén t6 ctia S. Theo Dinh 1y 2.2 suy ra lp=0 la
moédun con H-nguyén t6 cua M. Vay M la
modun H-nguyén t6.

Pinh nghia 2.5. Cho M la R-médun
phai, mot médun con bit bién hoan toan X ciia M
duogc goi 1a médun con mira H-nguyén té néu né
la giao cia mdt ho nao d6 cac mdédun con H-
nguyén t cia M.

Mot R-modun phai M duoc goi la modun
nira H-nguyén t6 néu 0 1a mot modun con nira H-
nguyén t6 ciia M. B6i vdy, vanh R 1a mot vanh nira
nguyén t6 néu R 1d médun nira H-nguyén t5.

H¢ qua 2.6. Cho M 1a R-médun phdi, tw
xa anh, mea H-nguyén té va S la vanh cdc tw dong
cau ciia M. Khi d6, S la vanh nira nguyén t6.

Pinh ly 2.7. Cho M | R-médun phai, tw
xa dnh, hitu han sinh, tw sinh va S la vanh cdc ty
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d(;ng cau ciia M. Khi dé, néu S la mot vanh nita
nguyén t6 thi M la médun nira H-nguyén to.
Chirng minh. TruGe hét chung ta gia st
| 14 mot idéan nguyén t6 cua S va dat X = I(M).
Theo gia thiét M tu xa anh va hiru han sinh nén |
= Hom(M, I(M)). Tix day ching tasuyra |, =1.
Tiép theo chung ta s& ching minh X 1a mot
modun con H-nguyén t6 ciia M. That vay, lay ¢
€ S va U la mot modun con bat bién hoan toan
cua M sao cho [Sp(M)](U) < X nhung (M) ’
X. Khi d6, p(U) < X va ¢ € I. Vi M la médun

ty sinh nén U = Y f(M)véi J < S nao do.

fed

Khi d6, U = S(U) =" Sf(M).

fed

Suy ra @U)=¢(> Sf(M))=> ¢Sf(M).
fed fed

Vi ¢(U) < X nén ¢Sf(M) < X = I(M) véi moi f
€J.SuyrapSf C . Vipgg | nénf el (villa
idéan nguyén t6 cua S). Khi o, f(M) < I(M) =
X véimoi f €J. Suy ra U < X. Vay X la mddun
con H-nguyén t6 ciia M. Theo Pinh 1y 2.2 ta
dugc Iy 1a idéan nguyén t6 cua S.

Gia sir S 14 vanh nira nguyén t. Khi do,
0 la moédun con nira H-nguyén t6 hay

0=] I va F 1a mot ho cac idéan nguyén t6
leF

nao d6 cua S. V&i mdi | € F , dat X=I(M). Khi
do, theo chirng minh trén ta dugc |, =1vaX la
modun con H-nguyén t6 cia M. Vi M 1a ty sinh

nén ching ta chimg minh duoc 0=| X . Vay

M 1a médun nira H-nguyén td.

B6 dé 2.8 (|5, Proposition 3.7]). Cho
M & R-médun phdi va S la vanh cac tw dong cau
ctia M. Khi @6, néu M théa mén diéu kién ACC
(twong ung DCC) trén M-linh héa tir thi S thoa
mén diéu kien ACC (twong 1ing DCC) trén linh
hoa tir phdi.

DPinh ly 2.9. Cho M |a R-médun phai H-
nguyén 16, tw xa dnh, hifu han sinh, tw sinh théa
mén diéu kién ACC va DCC trén M-linh héa tir. S la

vanh cdc ty dong cau cua M. Khi do, voi moi modun
con bat bien hoan toan X #0 cua M va voi moi f € S

thi tap f+ | x Chita phan tir chinh quy ciia S.

Chirng minh. Trudc hét ta chimg minh
I, 1a idéan phai cot yéu ctia S. That vay, vi X 13
modun con bat bién hoan toan cia M nén Ix la
idéan hai phia cia S va vi X # 0, M tu sinh nén
I, # 0. Lay J la mot idéan phai cta S sao cho
I, NJ=0.Khido, JI, =l NJI=0.Suyra
JI, = 0. Do M la médun H-nguyén t6 nén theo
Dinh 1y 2.4 thi S 1a vanh nguyén t6 va 0 1a idéan
nguyén t6 cia S. Do d6 J = 0. Piéu nay chi ra
rang |, 1a mot idéan phai cét yéu cua S. Mit
khac, M théa man diéu kién ACC va DCC trén
M-linh hoa tir, theo B6 d& 2.8 chi ra rang S thoa
man diéu kién ACC va DCC trén céc linh héa tir
phai. Theo [1, Lemma 1.18] suy ra tap f +1,
chira phan tir chinh quy cua S.

Pinh ly 2.10. Cho M la R-médun phdi
nmita H-nguyén 16, tw xa dnh, hitu han sinh, ty
sinh théa man diéu kién ACC va DCC trén M-
linh héa tir. S la vanh cdc tw dong cau cia M.
Khi do, voi moi médun con cot yéu X cua M va
véi moi f €8S thi tap f + | chita phan tir chinh
quy cua S.

Chirng minh. Trudc hét ta chimg minh
I, 12 idéan phai cét yéu cua S. That vay, do M
1a tu sinh va X # 0 nén ta duge |, #0. Gia suJ
1a idéan cua Ssao cho |, N'J=0.Khi do, I, =
Hom(M, I, (M)) = Hom(M, X) va J = Hom(M,
J(M)). Do dé: 0 =l, N J= Hom(M, X) N
Hom(M, X N J(M)) = Hom(M, X N J(M)). Suy ra
X N J(M) =0, vi X 1a mbédun con cbt yéu ctia M
nén J(M) = 0. Suy ra J = 0. Do vay |, 1a idéan
phai cbt yéu ciia S. Mat khac, vi M 1a modun
nira H-nguyén t nén theo Hé qua 2.6 ta dwoc S
1a vanh nira nguyén t6. Vi M thoa man diéu kién
ACC va DCC trén M-linh héa tir nén theo B dé
2.8 chi ra rang S thoa man diéu kién ACC va
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DCC trén linh hoa tir phai. Cudi cing theo
[1, Lemma 1.19] suy ra f+ I, chta phan tir
chinh quy cua S.

Pinh ly 2.11. Cho M |a R-médun tu xa
anh, hiru han sinh, tw sinh va S la vanh cac tu dé‘ng
cau cia M. Khi @, néu M la médun Goldie H-
nguyén to thi moi don cdu f € S déu chinh quy.

Chirng minh. Theo gia thiét ta dugc S
la vanh Goldie phai. Khi d6, S c6 chiéu Goldie
hitu han va théa man diéu kién ACC trén linh
hoa tir phai. Theo [1, Theorem 1.6] thi Z(Ss) thi
lity linh. Vi S 13 vanh ntra nguyén té nén Z(Ss) =
0. Do d6, S 1a vanh khong suy bién phai. Cudi
cung, theo [1, Lemma 1.12] suy ra moi phn tir
chinh quy phai cta S déu chinh quy.

B6 dé 2.12 (|2, Theorem 3.1]). Cho M 1a
R-modun phai, tw xa anh, hitu han sinh, ty sinh va
S la vanh cadc tw déng cau ciia M. Khi do, néu M la
modun Goldie thi S la vanh Goldie phdi.

Pinh ly 2.13. Cho M la R-médun phdi
Goldie mia H-nguyén 16, tw xa dnh, hitu han sinh va
tr sinh. S la vanh cdc tw déng cau ciia M. Khi dé,
véi moi médun con cot yéu X cia M va véi moi f

eSthitdpf+ |y chira phan tir chinh quy ciia S.

Chirng minh. Truéc hét ta duogc Ix 12
idéan phai cdt yéu cua S. Mat khac, vi M 1a modun
Godie nira H-nguyén t nén theo Hé qua 2.6 va Bo
dé 2.11 ta duoc S 1a vanh Goldie phai nira nguyén
td. Cudi ciing theo [1, Corollary 1.20] suy ra tap f +

I, chia phén tir chinh quy cta S.

Pinh 1y 2.14. Cho M & R-médun phdi tu

xa dnh, hitu han sinh, tw sinh va S la vanh cdc ty
dong cau cia M. Gid sir rang M la médun
Goldie mira H-nguyén t6 va X la médun con cia
M. Khi @6, X la médun con cot yéu cua M khi va
chi khi |y chita phan tir chinh quy ciia S.

Chitng minh. Trudc hét ta dugc Ix 14
idéan phai cot yéu ciia S. Vi M 1a modun Godie
nira H-nguyén té nén theo Hé qua 2.6 va B6 dé
2.11 ta dugc S la vanh Goldie phai nira nguyén
t5. Theo [1, Theorem 1.10] suy ra lx chita phan
tr chinh quy cua S.

Nguoc lai, gida sa |, cha phin ti
chinh quy f cia S. Vi M tu sinh nén f phai don
ciu. Ta s& ching minh f (M) cdt yéu trong M.
That vay, gia su f(M) khong phai la médun con
cbt yéu ctia M. Khi d6, tdn tai mot moédun con N
khac khong cia M sao cho f(M) N N =0. Vifla
don cau, N # 0 nén f(N) # 0. Do d6 N+ f(N) la
mot tong truc ciia M. Bang quy nap ta dugc N+
f(N)+ (N)+...+ "(N) 1a tong tryc tiép vdi moi n.
Diéu nay mau thudn v6i M c6 chiéu Goldie hitu
han. Vay f(M) 1a médun con cbt yéu cua M. Tiép
theo, xét idéan phai f S cta S va gia su J 1a idéan
phai cta S sao cho fS N J = 0. Khi d6, taco 0 =
fS N J = Hom(M, fS(M))N Hom(M, J(M))=
Hom(M, f(M) N J(M)). Vi M tu sinh nén f(M) N
J(M) = 0. Suy ra J(M) = 0 hay J = 0. Piéu nay
chi ra rang f S 1a idéan phai cbt yéu cta S va do
do Ix cot yéu trong S nhur 14 mot idéan phai. Gia
st Y 12 mot modun con cuia Mva X N'Y =0. Khi
do, 1Y N ly=lo= 0. Pidu nay kéo theo Iy =0
vatrdo Y =0vi M la ty sinh. Vay X 1a médun
con cbt yéu ciia M.
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