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MODUN GIA NOI XA COT YEU
Phan Thé Hdi, Trwong Cong Quynh *

TOM TAT

Cho M va N 1a cac mddun. Médun M duwoc goi l1a N- gid ndi xa cbt yéu néu véi moi
moédun con A cbt yéu cia N, v&i moi don cdu f : A— M dédu mé rong thanh ddng céu
g:N — M. Médun M duwoc goi la mddun gid noi xa cbt yéu néu M 1a M — gia noi xa cbt
yéu. Céc tinh chét co ban cla cac médun gia ndi xa cbt yéu 1an nhau va médun gia ndi xa cbt
yéu da dwoc nghién clru. Hon nivra, m6i quan hé cla chung véi cac moédun gid ndi xa sé dwoc
chung toi gi¢i thiéu trong bai bao.

T khoéa: gia noi xa cbt yéu, gia noi xa.
1. Mé dau

Cho M va N la cac R —modun phai trén vanh R. Médun M dugc goi la N —
gia ndi xa néu v6i moi médun con A cia N, v6i moi don ciu trong Hom, (A, M) déu
mo rong thanh dong cau thudc Hom,(N,M). Modun M duoc goi 1a gia ndi xa néu
M 1a M — gia noi xa [3]. Gan ddy, nhiéu tic gia di quan tdm dén 16p cac modun gia
ndi xa va mé rong ching theo nhidu hudng khac nhau [1, 2, 3, 6].... Theo [1], médun
M dugc goi la N — gid ndi xa cdt yéu néu v6i moi médun con A cbt yéu cua N, voi
moi don cdu f : A— M déu mé rong thanh dong cau g:N — M . Modun M duge goi
la médun gid ndi xa cdt yéu ndu M 1a M- gid nd1 xa cbt yéu. Mot sb tinh chat cua
modun gia ndi xa cbt yéu va cac tng dung cia ching ddi véi QF —vanh di duoc dua
ra. Trong bai bao nay, chiing ti s& chi ra mot s6 dic trung khac cta cic modun gia noi
xa cot yéu 14n nhau va modun gia ndi xa cdt yéu. Viéc dac trung mot ) 16p vanh cd
dién thong qua modun gia ndi xa cdt yéu da duge nghién ciru.

Trong toan bo bai bao, vanh R dugc xét 1a vanh két hop c6 phan tir don vi va tat
ca cac mddun xét trén vanh R déu 1a R— modun phai unita. Chung t6i ciing ky hiéu
M, déchi M Ia R— mddun phai. Vi N 1a mddun con cta M, chling tdi ding cac ky
hieu A<M (M<N), N<®*Mva N<*M dé ky hiéu N 1a mddun con cia M
(twong ung, moédun con thyc su), N 1a hang tir truc tiép cia M va N la moédun con
cbt yéu cua M.

2. Mbdun gia ndi xa cot yéu va cot yéu 1in nhau

Cho M va N la cA&c moédun. Moédun M dugc goi la N — gid noi xa cot yéu
néu v6i moi médun con A cbt yéu cta N, véi moi don cdu f : A— M déu c6 thé mé
rong thanh déng cdu g: N — M . Modun M duoc goi 1a médun gid ndi xa cét yéu néu
M 1a M — gia noi xa cdt yéu. D& dang suy ra néu M 1a N — gia ndi xa thi M 12 N-gia
noi xa cbt yéu. Nhung didu nguoc lai khong dung trong truong hop tong quat.
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Vi du 2.1. Cho p la mét s6 nguyén té. Khi d6 Z-médun ZIp? 1a Z @ ZIp? - gid néi xa
cot yéu nhung né khéng phdi la Z @ ZIp? - gid néi xa.

Trude hét, ching t6i dic trung cac modun gia ndi xa cdt yéu va dic trung nay
dugc ching minh trong [6, Theorem 2.2].

Pinh Iy 2.2. Cdc diéu kién sau déy la twong dwong doi véi cdc médun M va N :
(1) M 1a N — gid ndi xa cot yéu.
(2) a(N) <M véi moi don ciu a:E(N)— E(M).

Chimg minh. (1)=> (2).Cho a:E(N)— E(M) la mot don cdu. Pit A=Nna™*(M),
khi 6 A<*N va a(A)<M. Vi viy, ton tai dong cdu g:N—>M sao cho
g(@)=a(a) VaeA. Ta s¢ ching minh g(n)=a(n) VneN. Gia st 3n, e N dé
g(n,) = a(n,). Pat x=g(n,)—a(n,) e E(M). ViM <* E(M) nén ton tai reR sao
cho0# xr =g(n,r)—a(n,r) e M . Do d6a(n,r) e M = a(n,r) = g(n,r) = xr =0, diéu
nay mau thuan.

(2)=(1).Giasa f : A—>M ladon ciu cbt yéu véi A<® N . Hién nhién E(A)=E(N).
Do A<*N nén ton tai don cau g:E(N)—>E(M) sao cho g|,=f. Do d6
g(N)S M . Vay g 12 mo rong can tim cua f .

Hé qua 2.3. Cdc diéu kién sau ddy la tiwong diong:

(1) M la gid néi xa cot yéu.

(2) a(M) <M véi moi don cdu a cia E(M).

Mot mé dun con N caa M duoc goi 1a bdt bién hoan toan néu f(N) dugc
chira trong N véimoi f e End(M,).R&rang 0 va M 1a cac modun con bat bién ciia
M.

Pinh Iy 2.4. Cdc diéu kién sau day la twong dwong doi véi médun M -
(1) Moi médun con cia M la gid néi xa cot yéu.

(2) M la gid néi xa cot yéu va moi médun con cot yéu cia M la bat bién hoan toan
qua moi don cdu cia M .

(3) Moi médun con cét yéu cia M 1 gid noi xa cot yéu.

Chitng minh. (1) = (2).Cho f la don cu cia M . Khi d6 ton tai mot don cdu g cua
E(M) sao cho g 1a mé rong caa f . Do d6 voi mdi médun con cbt yéu H cua M thi
g(H)<Hhoac f(H)<H (vi E(H)=E(M)).
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(2)= (3). Cho H 13 modun con cbt yéu cia M . Pat f : A— H 1a mot don ciu véi
A<® H . Khi d6 ton tai mot don cdu g cia E(M) sao cho g 13 mo rong caa f . Tir d6

suyra f(H)<H va g|, lamérongcua f.

(3)= (1). Giasir H 12 mddun con cia M , khi d6 ton tai mddun con K caa M sao
cho H®K <* M . Theo (3), H®K 1a gia noi xa cbt yéu, do d6 H ciing la gia ndi xa
cot yeu.

Hai moédun M va N duoc goi 13 gid ndi xa cot yéu lan nhaunéu M 1a N — gia
ndi xa cot yéuva N 1a M — gia noi xa cot yéu.

Ménh dé 2.5.Cho M va N [a cdc médun.

(1) M 1a N — gid néi xa cot yéu néu va chi néu M 1a K —gid ndi xa cét yéu véi moi
modun con cot yéeu K cua M .

(2) Néu M 1a N — gid néi xa cot yéu va K ding cau véi N, thi M 1a K —gid ni xa
cot yéu.

(3) Gid sir M va N la cdc médun gid néi xa cot yéu. Néu ton tai mot dang cdu giita
cdc médun A va B saocho A<®* N va B<*M thi M dang cdu véi N.

(4) Gia sw A V:’i 87 la cc,ic modun gid noi xa cét yéu lan nhau. Néu E(fl) dﬁf{lg cau voi
E(B) thi voi moi dang cau tir E(A) — E(B) deu thu gon dwoc thanh dang cau A— B,
noi riéng A dding cau véi B. Do vy, dé A va B 14 cdc médun gid néi xa cot yéu.
Chirng minh.

(1).Cho L<*K<* N va f:L—M ladon ciu. D& thay E(L)=E(K)=E(N).
Khi d6 ton tai don cau g:E(A) - E(B) sao cho g| = f. Theo Pinh 1y 2.2, tr M 13
N — gia ndi xa c6t yéu, chung ta suy ra g(N) <M. Vay g(K) <M.

(2).Cho L<*K va g:K — N la dang cau. RO rang, g(L)<® N. Ta co, véi
méi don cdu f:L—>M thi ton tai mot don cdu fg':g(L) > M, trong d6
g":g(L) > L 1a don cdu. Do M 1a N — gia ndi xa c6t yéu nén anh xa hop thanh fg’
duoc mo rong thanh h: N — M . Do d6 hg: K — M 1a déng cdu can tim.

(3). Cho f:A— B la mot ding cdu. Do M 12 N — gia ndi xa c6t yéu nén ton
tai mot ddng cau g:E(N) > E(M) saocho g|, =f.Tur A<*N va B<*M,taco g
la diang cau. Do d6 g(N)<M va g*(M)<N (theo Pinh ly 2.2). Vi vay,
g, :N > M la ding céu.

(4). Cho g:E(A) — E(B) la mot dang cau. Vi B 1a A— gia ndi xa cdt yéu nén
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g(A) < B (theo Dinh Iy 2.2). Tuong ty g *(B) < A. Khi do
B=(99™")(B)=9((g™")(B))<g(A)<B. Vivay, g(A)=B va g|, : A— B la mjt dédng

cu. Tir A 1a B— gia ndi xa ¢t yéu va B ddng cdu v6i A, ching tasuy ra A 1a A— gia
no6i xa cot yéu hay A 1a modun gia ndi xa cot yéu.

Sau day, chung t6i s& trinh bay mot s tinh chat khac cia mot modun 1a N — gia
ndi xa cot yéu.

Pinh 1y 2.6. Cho M va N la cdc médun.

(1) N la mot médun niea don néu va chi neu M la N — gia ndi xa cot yeu voi moi
modun M .

(2) Gia sir N=A®B va M =C@®Dsao cho B dugc nhing trong D. Néeu M 1a N —
gid néi xa cot yéu thi C 1a A— gid ndi xa cot yéu.

Chirng minh.

(1). Liy A<N va C<N sao cho A@C<* N . Giasir 7:A®C —» N la don
ciu chinh tic. Do A®C la N — gia ndi xa c6t yéu nén tén tai f:N — A@®C sao cho
fr=1,.c,thcla N=A®C.Diéu nguoc lai 1a hién nhién.

(2). Gia st a:B— D la don cau. Pat f:H — C la don cau v6i H <* A. Thé
thi, f®a:H®B—>M 1a mot don cdu. Do M 1a N — gia ndi xa cbt yéu nén ton tai
doéng cau g:M — N sao cho g 1a mo rong cia f @ . Dit T=7zgf: A —C trong d6
7:M —C 1a phép chiéu con 7: A— C l1a don cau chinh tic. Khi do ?H = f . Vivay,
C la A— gia noi xa cot yéu.

H¢ quad 2.7. Moi hang twr tryc tiép cua mot modun gia noi xa cot yéu la gia ngi xa cot
yeu.

Chirng minh. H¢ qua dugc suy ra tir Dinh 1y 2.6.

Ti€p theo chung t6i xét diu kién modun tua ndi xa thong qua di€u kién gia ndi
xa cot yéu.

Bo dé 2.8. Moi médun gid noi xa cot yéu déu théa man tinh chat (C3).
Chirng minh.

Cho M 1a modun gia ndi xa cot yéu. Gia st A va B 1a 2 hang tir cia M sao
cho ANB=0. Ching ta cin chimg minh A®B ciing 1a hang tir chia M . Pat
M=A®A va 7:M — A" 1a phép chiéu chinh tic. Goi C 1a mot mddun con cia M
sao cho (A+B)nC=0 va A®B®C<°M. bit D=B®C, khi a6

A®D=A®z(D) va z|,:D->x(D) la ding cAu. Vi  vay,
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1, 6—)7[|D :A®D — A® z(D) ciing la dang cdu. Do M 14 gia ndi xa ¢t yéu va A®D
la cot yéu trong M nén 1, @7r|Dduqc mo rong thanh dang cdu g cia M. Vi B Ia
hang tir cia M va 7(B)=g(B) ciing 1a hang tir caa M nén suy ra 7(B) la hang tir
cia A'. Do do A®B=A® z(B)la hang tir cia M .
Pinh 1y 2.9. M la twa noi xa néu va chi néu M 1a CS —médun gia noi xa cot yéu.
Chirng minh.

T B6 d& 2.8 va gia thiét ta ¢c6 M 1a twa lién tuc. Khi d6, véi moi
f e End(E(M)) thi f =e+gtrong d6 e* =e € End(E(M)) va g € Aut(E(M)).
Dodo f(M)=e(M)+g(M)<M.Vay M Ia tya ndi xa.
H¢ qua 2.10. M [a twa néi xa khi va chi khi M 1a CS —médun gia néi xa.

’ Trong phan tiép theo chiing t6i xét cac tinh chat ciia vanh gia ndi xa ¢t yéu va

cac két qua nay duogc lay tu [6].

Mot vanh R duogc goi gid ndi xa cot yéu phai néu R, la mdédun gia noi xa cot
yéu.
Pinh Iy 2.11. Cho M ld médun tir sinh. Néu End(M) la gid néi xa cot yéu phdi thi M
la gid ngi xa cot yéu.
Churng minh.

bit S=End(M) va f:A—>M 1a mot don ciu véi A<°M. Pit
| ={geS/g(M <A}, khi d6 | la idéan phai ciia S. Chung ta s& chung minh | Ia
idéan phai cot yéu cta S. That vay, voi moi 0#seS thi s(m,)#0 cho myeM nao
d6.Do A<*M nén ton tai r e R sao cho 0#s(myr) e A hay (m,rR) < A.Mit khac, tir

M 1a moédun ty sinh nén myrR=>" _ u(M) cho K cS nao d6. Nhung m,rR =0

uekK
nén ton tai ue K sao cho 0=su(M)<A hay O=suel. Ta xdy dung dong ciu
¢:1 > S, sao cho ¢(g)=fg.Do f R-don chunén ¢ la S—don chu. Vi S la gia noi
xa cOt yéu phai nén ¢(g) :?g cho feS nao do. Vay ?g = fg, Vg el . V&i moi
acA, ton tai Ug,..,Uu, el;m,...m eM sao cho a=u(m)+..+u.(m). Do viy,
f(@) = fu,(m)+...+ fu,(m) = fu(m)+...+ fu (m) = f (@), tec 1a f 1a m¢ rong cua
f.

Cho R 1a mot vanh va Q 1a 16p R—modun, Q duge goi la socle fine néu
VM, N € Q thi Soc(M) dang cau véi Soc(N) néu va chinéu M dang cau voi N ([4]).

Mot modun M dugce goi 1a gia noi xa cot yéu manh néu M 1a N— gid ndi xa
17
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¢t yéu voi moi N 12 R—m6dun phai. Chung ta ky hiéu ¢e 13 16p cac R —modun phai
gia ndi xa cdt yéu manh va R 14 16p cac R —modun phai xa anh.
Pinh Iy 2.12. Cdc diéu kién sau ddy la twong dwong doi véi vanh R |

(1) R la QF — vanh.

(2) Hop pRuUge lasocle fine.

Churng minh.

()= (2). Néu R la QF — vanh thi cic R—médun xa anh 1a ndi xa. Vay
@RuUce=ce. Liy M,N ece sao cho Soc(M) ding cau véi Soc(N), do d6 E(Soc(M))
dang cdu v6i E(Soc(N)). Vi R 1a vanh Artin phai nén Soc(M)<* M va Soc(N)<* N,
do d6 E(M) dang cau voi E(N). Két hop véi (4) cia ménh dé 2.5 ta nhan duoc M dang
ciu voi N. Piéu d6 chimg t6 @R Uce 1a socle fine .

(2)=(1). Cho P la R—modun phai xa anh, thé thi PepR, E(P)uce va
Soc(P) dang cu véi Soc(E(P)). Tur (2) ching taco P déng cau voi E(P) va do d6 P la
ndi xa. Vivay R la QF — vanh.
Pinh Iy 2.13. Cdc diéu kién sau ddy la twong dwong doi véi vanh R |

(1) R la vanh nwra don.

(2) Ho cdc médun gia ndi xa cot yéu la socle fine.

(3) Ho ge lasocle fine.
Chirng minh.

(1) =(2). Vi R la vanh nira don nén ho cac R—mddun 1a socle fine.

(2) = (3). Hién nhién.

(3) = (1). Dé thay Soc(E(Rr)) dang cu véi Soc(Rr), tir E(R,) va Soc(M) Ia

cac modun gia ndi xa cdt yéu nén ching ta c6 E(Rr) dang cdu véi Soc(Rr), (theo (3)).
Diéu d6 suy ra E(R;) 14 vanh nira don va vi vidy R 1a vanh ntra don.

Tiép theo, chiing t6i nghién ctru trén mot 16p vanh quan trong.

Pinh 1y 2.14. Cho R ld médun gid ndi xa cot yéu phdai. Néu e* =eeR théa man
ReR =R thi S =eRe la gid ndi xa cot yéu phdi.

Churng minh.
it 6:T — S 14 S —don ciu cbt yéu, trong d6 T 14 idéal phai cot yéu cia S .
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Dit dong cau h:TR — R, sao cho h(zitiri):zie(ti)ri véimoi t, €T var, eR. Gia
srang Dtk =0, khi d6 v6i moi reR thi D" trre=0 hodc Y t/(erre)=0, suy ra
D .0(t(erre)) =0 hoac > A(t)(erre)=0=> > O(t)rre=0va do d6 > 6(t)r, =0.
Diéu nay c6 nghia 6 1a R—ddng cau. Lap lai qua trinh trén thi h ciing 1a R—don ciu.
Tiép theo, chung ta s& chi ra rang TR<*eRva Im(h)<®eR. That vdy, v6i moi
O=execeR thiton tai x,eR sao cho exx,e=0. Vi T<*S, nén ton tai exeeS sao
cho 0=(exxe)exeeT hay O0=(ex)(xexe)eTR, suy ra TR<*eR. Do do,
TR®(1-e)R<° R, va Imh@® (1-e)R <° R,. Diéu nay chiing t6 ton tai mot R —don cau
cot yéu g: TR®(L-e)R — R, 1a mo rong cta h. Vi R 1a modun gid ndi xa cot yéu
phai nén g c6 thé mo rong thanh R—ddng cau ¢: Ry = R;. Do d6 ton tai ce R sao
cho ¢(x)=cr VreR. Khi d6 6(t)=ed(t) =ep(t) =ect =ecet. Dat 5:8S — S voi
é(s) = (ece)s Vse S, thé thi 01as- d6ng ciu va 1a mo rong cta dong cdu 6.

Vi du sau day chi ra rang gia thiét ReR=R trong Dinh 1y 2.15 1a khong thé
thicu.

Vi du 2.15. Cho R nhur trong [5, Example 9], tizc la R la dai s6 ma trdn trén truong

a 0 00O

K ¢o dang

o O O o o
O O O O T X
o O O o o
O O Y < O
o T O O O
O N O O O

Dat e =@, +&,, +8; +€, +&;, trong do €;la cac ma tran don vi, khi do e la liy ddng
ciia R va ReR = R. Hon nita, R la gid néi xa cot yéu phdi nhung S =eRe khéng phai
la gid ngi xa cot yéu phdi.

Chirng minh. Theo [5, Example 9], R 1a QF —vanh, S =eRe khong phai la QF —vanh
va ding cAu voi vanh cac ma tran cdp hai tam giac duéi trén truong K. Khi d6 R 1
dang ciu bat bién phai, S 1a CS phai va Artin phai. Néu S 1a gia ndi xa c6t yéu phai thi
S la QF —vanh theo Pinh 1y 2.15.
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ABSTRACT

Let M and N be two modules. M is called essentially pseudo N-injective if any
essential submodule A of N, any monomorphism f :A— M can be extended to some

geHom(M,N). M is called the essentially pseudo injective module if M is essentially

pseudo M-injective. In this paper, basic properties of mutually essentially pseudo injective
modules and essentially pseudo injective modules are proved and their connections with
pseudo-injective modules are addressed.
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