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VÀNH MÀ MỘT LỚP MÔĐUN NHÚNG ĐƯỢC VÀO MÔĐUN XẠ ẢNH 

Bành Đức Dũng* 

TÓM TẮT 

Năm 1967, Faith và Walker có định lý đặc trưng vành quasi-Frobenius nổi tiếng, đó là 

vành R  là quasi-Frobenius nếu và chỉ nếu mọi R -môđun phải nội xạ là xạ ảnh. Từ đó suy ra 

rằng nếu mọi R -môđun phải đều nhúng được vào một R -môđun phải xạ ảnh, hoặc một cách 

tương đương nhúng vào một R -môđun tự do, thì R  là vành quasi-Frobenius. Một câu hỏi tự 

nhiên đặt ra là, nếu không phải mọi môđun nhúng được mà chỉ một lớp môđun nào đó thì vành 

R  sẽ như thế nào? Vành mà mọi môđun phải hữu hạn sinh (tương ứng, mọi môđun cyclic) 

nhúng được vào một môđun tự do được gọi là FGF phải (tương ứng CF phải). Hai câu hỏi vẫn 

còn mở cho đến nay đó là: 

(1)  Vành FGF phải có là QF? 

(2)  Vành CF phải có là artin phải? 

Câu hỏi (1) và (2) này lần lượt được gọi là Giả thuyết FGF và Giả thuyết CF. Nếu giả 

thuyết CF được giải quyết thì giả thuyết FGF cũng được giải quyết do một vành artin phải, FGF 

phải là QF. Từ khi Faith đặt tên cho các lớp vành này đến nay, đã có rất nhiều công trình của 

rất nhiều tác giả cho những câu trả lời tiệm cận. Trong bài viết này chúng tôi giới thiệu một cách 

tổng quan các kết quả đạt được về các lớp vành này và một số câu hỏi mở. 

Từ khóa:  CF vành, FGF vành, QF vành 

1. Giới thiệu 

Trong bài viết này, vành R  đã cho  luôn được giả thiết là vành kết hợp có đơn vị 

1 0=  và mọi R -môđun được xét là môđun unita. Những khái niệm và kết quả cơ bản 

chúng ta có thể tham khảo trong F.W. Anderson and K.R. Fuller [1], C. Faith [4], T.Y. 

Lam [12], W. K. Nicholson and M. F. Yousif [15]. 

   Với vành R  đã cho, ta viết RM  ( )R M  để chỉ M  là một R -môđun phải (trái, 

tương ứng). Khi không sợ nhầm lẫn về phía của môđun, để đơn giản ta viết môđun M  

thay vì RM . Chúng ta dùng các ký hiệu ( , )e

R R R R R RA M A M A M  =  để chỉ A  là 

môđun con (tương ứng, môđun con cốt yếu, đối cốt yếu) của M ; căn Jacobson, đế của 

môđun RM  được ký hiệu tương ứng là Rad( ),Soc( )R RM M ; ( )J R  được dùng để ký 

hiệu cho căn Jacobson của vành R . 

Vành R  được gọi là nội xạ chính phải (hoặc P-nội xạ phải) nếu mọi iđêan phải 

chính của R  là mở rộng được. Do đó, mọi vành tự nội xạ phải là P-nội xạ phải. Tuy 

nhiên, điều ngược lại không đúng, chẳng hạn, mọi vành chính qui là nội xạ chính cả hai 

phía. Một môđun RQ  được gọi là FP-nội xạ nếu với mọi đồng cấu từ một môđun con 

hữu hạn sinh K  của một R -môđun phải tự do F  vào RQ  đều có thể mở rộng lên toàn 

RF . Rõ ràng, mọi môđun nội xạ là FP-nội xạ. Nếu R  là vành chính quy, mọi R -môđun 

phải là FP-nội xạ vì mọi môđun con hữu hạn sinh của một môđun tự do là một hạng tử 
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trực tiếp (theo [15, Theorem B.54 và Corollary B.49]). 

Vành R  được gọi là CS phải nếu mọi iđêan phải đều cốt yếu trong một hạng tử 

trực tiếp của R , và được gọi là C2 phải nếu mọi iđêan phải đẳng cấu với một hạng tử 

trực tiếp thì tự nó cũng là hạng tử trực tiếp. Nếu vành R  vừa là CS phải, vừa là C2 phải 

thì ta gọi R  là vành liên tục phải. Rõ ràng đây đều là các lớp vành mở rộng của lớp 

vành tự nội xạ phải. Một vành được gọi là C2 mạnh phải nếu ( ), 1 nM R n  , là C2 phải. 

Một vành R  được gọi là Kasch phải nếu mọi môđun phải đơn K  nhúng được 

vào RR , hoặc một cách tương đương nếu RR  đối sinh ra K . Một vành được gọi là 

psuedo-Frobenius phải (viết tắt là PF) nếu nó là tự nội xạ phải, nửa hoàn chỉnh và có đế 

phải cốt yếu, hoặc một cách tương đương, là vành tự nội xạ phải và có đế phải hữu hạn 

sinh cốt yếu. Vành R  được gọi là quasi-Frobenius (viết tắt là QF) nếu nó là vành artin 

hai phía, tự nội xạ hai phía. 

2. Các kết quả về các lớp vành FGF và CF 

Kết quả đầu tiên chúng tôi giới thiệu ở đây thuộc về Faith (1967), mọi vành CF hai phía 

là QF. 

Định lý 1 (Faith -Walker, 1967). Một vành là QF nếu và chỉ nếu mọi môđun trái cyclic 

và mọi môđun phải cyclic nhúng được vào một môđun xạ ảnh. 

Tiếp đó là kết quả thuộc về Bjork&&  (1969) và Tolskaya (1970) kết hợp điều kiện FGF 

với điều kiện vành tự nội xạ cùng phía. 

Định lý  2 ( Bjork&& , Tolskaya). Mọi vành tự nội xạ phải FGF phải là QF. 

Ví dụ sau đây chỉ ra rằng tồn tại một vành CF trái nhưng không là FGF trái, và 

do nó không phải là QF nên theo định lý trên nó cũng không là CF phải. 

Ví dụ 3 ( Bjork&& ). Giả sử F là một trường có trường con thực sự F và a aa  là một 

đẳng cấu từ F lên F . Lấy R là không gian véctơ với cơ sở  1,t  và xem R như là một F 

- đại số bởi định nghĩa 
2 0t =  và ta at=  với mọi a F .  Khi đó các R-môđun trái 

cyclic chỉ là 0, R và / .R J J  Do mỗi một trong chúng là nhúng được vào R R  nên R 

là CF trái. Nhưng do R không tự nội xạ trái (thậm chí cũng không nội xạ bé bên trái) 

nên R không là QF, do đó cũng không FGF trái. Cũng do R không là QF nên R không 

phải là CF phải (xem [15, Example 2.5 và Example 7.3]). 

Bằng cách thêm vào các điều kiện dây chuyền, Faith (1983) có một số kết quả như sau: 

Trước hết ông chứng minh cho trường hợp điều kiện FGF kết hợp với điều kiện Artin 

cùng phía. 

Định lý 4 (Faith, 1983). Nếu R là vành artin phải, FGF phải thì R là QF. 

Từ đó ta dễ dàng suy ra các kết quả: 
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Hệ quả 5. Cho R  là một vành FGF phải. Khi đó R  là QF nếu một trong các điều kiện 

sau đây xảy ra: 

1. R  thỏa mãn DCC trên các iđêan linh hóa tử phải; 

2. R  thỏa mãn ACC trên các iđêan linh hóa tử trái; 

3. R  là vành Noether trái; 

4. R  là vành Artin trái. 

Tiếp đó, Faith đã kết hợp điều kiện FGF phải với điều kiện vành có đế phải hữu hạn 

sinh cốt yếu: 

Định lý 6 (Faith, 1983). Nếu R là vành FGF phải và có đế phải hữu hạn sinh cốt yếu thì 

R là QF. 

Từ đó ông suy ra được kết quả 

Định lý 7 (Faith, 1983). Mọi vành Noether phải FGF phải là QF. 

Kết quả sau đây thuộc về Nicholson và Yousif (2003) cho một cách tiếp cận khác bằng 

cách giảm tính chất FGF xuống 2-GF và tính chất C2-mạnh: 

Định lý 8.  Giả sử R là vành C2 mạnh phải sao cho mọi R-môđun phải 2-sinh nhúng 

được vào một môđun tự do (còn ký hiệu là 2-GF). Khi đó R là QF. 

Những điều kiện trong hệ quả sau đây đều suy ra tính chất C2 mạnh. 

Hệ quả 9. Giả sử vành R có tính chất là mọi R-môđun phải 2-sinh nhúng được vào một 

môđun tự do. Khi đó R là QF nếu nó thỏa mãn một trong các điều kiện sau đây: 

1. R  là nửa chính quy với rJ Z= . 

2. R  là Kasch trái. 

3. R  là nửa hoàn chỉnh với Soc( ) 0eR   với mọi lũy đẳng địa phương 2e e R=   

(chẳng hạn R  là vành hoàn chỉnh phải). 

4. R  là FP-nội xạ phải. 

Kết quả sau đây mở rộng kết quả của Bjork&& -Tolskaya nêu trên: 

Định lý 10 (Gómes Pardo-Guil Asensio, 1997). Mọi vành CS phải CF phải là artin phải. 

Đặc biệt, mọi vành CS phải, FGF phải là QF. 

 Theo một hướng mở rộng khác, Rada và Saorín (1997) cũng có được kết quả 

Định lý 11.  Giả sử R  là vành FGF phải sao cho / ( )R J R  là chính quy và ( )J R  là T-

lũy linh phải. Khi đó R  là QF. 

Đặc biệt, khi nghiên cứu các vành CF một phía và nửa hoàn chỉnh (1999), họ cũng chỉ 

ra rằng một vành hoàn chỉnh trái CF phải là Artin phải. Do đó: 
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Định lý 12.  Cho R  là vành FGF phải hoàn chỉnh trái. Khi đó, R  là QF.  

 Chen và Li (2004) mở rộng các kết quả này như sau: 

Định lý 13.  Mọi vành CF phải, C2 mạnh phải là artin phải. Mọi vành CF phải, hoàn 

chỉnh trái là artin phải. 

Theo một hướng khác, năm 1983 Menal có kết quả đặc trưng vành QF qua tính 

chất CF một phía:  

Định lý 14. Một vành CF phải và ( )RE R  là xạ ảnh là vành QF.  

Sau đó, Pardo và Asensio (1997) đã mở rộng tính chất này như sau: 

Định lý 15. Cho R là một vành, kí hiệu E = E(RR) và S = End(E), J = J(S).  Nếu R là CF 

phải E/JE là hữu hạn sinh thì R là Artin phải. 

Quan hệ mật thiết với lớp vành CF là các vành CEP: vành R  được gọi là CEP 

phải nếu mọi R -môđun cyclic có thể nhúng cốt yếu vào một môđun xạ ảnh. Vào năm 

1990, Jain và López-Permouth đã chứng minh một vành nửa hoàn chỉnh, CEP phải là 

artin phải (thực tế là kết quả này về sau được Pardo và Asensio chứng minh không cần 

điều kiện nửa hoàn chỉnh) và đưa ra một số kết quả: 

Định lý 16. Với một vành R  bất kỳ, các điều kiện sau là tương đương: 

1. R  là QF. 

2. R  là CEP phải và ( )RE R  là xạ ảnh. 

3. Bao nội xạ của mỗi R -môđun phải cyclic là xạ ảnh. 

 Năm 1997, Pardo và Asensio đã chứng minh: 

Định lý 17. Một vành CEP phải là artin phải. Do đó, vành mà mọi môđun phải hữu hạn 

sinh nhúng được cốt yếu và một môđun tự do là QF. 

 Giả sử P  là một tính chất của vành. Vành R  được gọi là P đầy đủ nếu mọi môđun 

thương của R  cũng có tính chất P . Năm 2002, Faith và Huỳnh có kết quả: 

Định lý 18. Với một vành R  các điều kiện sau đây là tương đương: 

(1)  R  là QF đầy đủ. 

(2)  R  là FGF phải đầy đủ. 

 Năm 1983, Menal đặt câu hỏi rằng: Có tồn tại hay không một bản số vô hạn c  

sao cho nếu mọi R -môđun phải c -sinh nhúng được vào một môđun tự do thì R  là QF. 

Menal phỏng đoán câu trả lời là không, cụ thể là: “Có một vành R  sao cho mọi R -

môđun phải đếm được sinh nhúng được vào một môđun tự do nhưng R  không là QF”. 

Năm 1997, Pardo và Asensio đã trả lời một phần câu hỏi này: 
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Định lý 19. Nếu R  là một vành sao cho mọi môđun thương của ( )R

RR  nhúng được vào 

một môđun tự do thì R  là QF. 

Như vậy, giả thuyết của Menal đã được trả lời trong trường hợp | |c R , câu hỏi vẫn 

còn mở trong trường hợp | |c R . 

Những câu hỏi trên đây là những câu hỏi lớn và cũng đã hơn mười năm trở lại đây 

chưa có thêm những kết quả tốt hơn. Chúng tôi tổng hợp sau đây là một số câu hỏi liên 

quan khác: 

1. Bản số c nhỏ nhất là bao nhiêu để đảm bảo rằng nếu mọi R-mođun có lực lượng 

nhỏ hơn hoặc bằng c nhúng được vào một môđun tự do thì R là QF? 

2. Một vành FGF phải, tự nội xạ phải là QF. Nếu điều kiện tự nội xạ phải được thay 

bằng C2 mạnh phải thì kết quả vẫn đúng. Vậy nếu chỉ cần điều kiện C2 phải thì kết quả 

này có còn đúng? Có thể thay thế điều kiện tự nội xạ bởi điều kiện suy  rộng khác được 

không, chẳng hạn như P-nội xạ, nội xạ đơn,… 

3. Nếu bao nội xạ của mỗi R-môđun cyclic là xạ ảnh thì R là QF. Nếu R là nửa hoàn 

chỉnh và bao nội xạ của mỗi R-môđun phải đơn là xạ ảnh thì R là PF phải (Dung-

Thoang-Sanh, 2008). Thực tế thì vành PF một phía có thể được đặc trưng qua lớp 

môđun nào được nhúng, hoặc đặc trưng qua bao nội xạ của lớp môđun nào là xạ ảnh? 

4. Nếu lớp các R -môđun đơn nhúng (cốt yếu) được vào một môđun tự do thì R  là 

vành có những tính chất gì, chẳng hạn, có là nửa hoàn chỉnh?  
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THE RING WHOSE  MODULE CLASS IS  EMBEDDED   

IN PROJECTIVE MODULE 

Banh Duc Dung  

Ho Chi Minh University of Transport  

ABSTRACT 

Faith and Walker (1967) characterized QF rings as the class of rings if and if every right 

injective module is projective. It can be implied that if every right R-module is embedded in a 

projective module or, equivalently, in a free module, then R is QF. The question is if not all the 

module but a class of it is embedded, how the ring R is. The ring of which every finitely 

generated (cyclic) right R-module is embedded in a free module is called right FGF (resp. CF). 

There have been two conjectures: 

Right FGF ring is QF (FGF’s conjecture)? 

Right CF ring is artinian (CF’s conjecture)? 

If the CF’s conjecture is true, then so is FGF’s conjecture because a right artinian and 

FGF ring are QF. In this paper, we introduce these problems generally and then pose some 

open questions. 
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