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TÓM TẮT  

Khái niệm đồ thị tách cực được định nghĩa vào năm 1977 bởi S. Foldes và P.L. Hammer. Các đồ thị này đã và 

đang được nghiên cứu nhiều bởi vì chúng có liên quan các vấn đề tổ hợp và khoa học máy tính như bài toán đóng 

gói và xếp ba lô trong quy hoạch nguyên, lý thuyết matroid, nghiên cứu hàm Boolean, giải quyết việc xử lý song song 

trong các chương trình máy tính và xác định công việc trong hệ phân tán,… Một trong những vấn đề chủ yếu trong lý 

thuyết đồ thị là bài toán tô màu đồ thị. Đặc biệt là xác định sắc số, đa thức tô màu và nghiên cứu tính duy nhất tô màu 

của đồ thị. Trong bài báo này chúng ta sẽ xác định sắc số, đa thức tô màu và nghiên cứu tính duy nhất tô màu của đồ 

thị tách cực. 

Từ khóa: đồ thị tách cực; tô màu đỉnh (tô màu); sắc số; đa thức tô màu; đồ thị duy nhất tô màu. 

ABSTRACT 

The notion of split graphs was introduced in 1977 by S. Foldes and P.L. Hammer. These graphs have been 

extensively studied because they are in connection with combinatorial problems and computer science such as 

packing and knapsack problems, the matroid theory, Boolean function, the analysis of parallel processes of computer 

programs and the task allocation of distributed systems… One of the fundamental matters in graph theory is the graph 

coloring, especially the determination of chromatic number, chromatic polynomials, and the uniqueness of graph 

coloring. This paper determines the chromatic number, chromatic polynomials and chromatical uniqueness of split 

graphs. 

Key words: split graph; vertex colorings (colorings); chromatic number; chromatic polynomials; chromatically 

unique graph.  

 

1. Giới thiệu 

Tất cả các đồ thị được nói tới trong bài báo 

này là những đơn đồ thị hữu hạn, vô hướng, không 

có khuyên và không có cạnh bội. Nếu G  là một 

đồ thị, thì V(G) (hoặc V) được gọi là tập đỉnh và 

E(G) (hoặc E) được gọi là tập cạnh. Tập hợp tất cả 

các đỉnh là hàng xóm của tập con )(GVS   được 

ký hiệu là )(SNG
 (hoặc N(S)). Với mỗi đỉnh 

)(GVv , ta gọi )(vNG  là bậc của đỉnh v, ký 

hiệu là )(deg vG
 (hoặc deg(v)). Đồ thị con của G 

cảm sinh trên tập )(GVU   được ký hiệu là 

][UG . Đồ thị rỗng cấp n và đồ thị đầy đủ cấp n 

lần lượt được ký hiệu là nO  và nK . Ngoài ra, một 

số khái niệm và ký hiệu khác được định nghĩa 

trong [1]. 

Đồ thị ),( EVG =  được gọi là đồ thị tách 

cực nếu tồn tại một phân hoạch KIV =  sao 

cho đồ thị con G[I] là đồ thị rỗng và đồ thị con 

G[K] là đồ thị đầy đủ. Chúng ta ký hiệu đồ thị tách 

cực là ),( EKIS  . Khái niệm đồ thị tách cực 

được định nghĩa đầu tiên vào năm 1977 bởi Foldes 

và Hammer [11]. Các đồ thị này đã và đang được 

nghiên cứu nhiều bởi vì chúng có liên quan nhiều 

đến các vấn đề về tổ hợp và khoa học máy tính 

như bài toán đóng gói và xếp ba lô trong quy 

hoạch nguyên [5], lý thuyết matroid [7], nghiên 

cứu hàm Boolean [12], giải quyết việc xử lý song 

song trong các chương trình máy tính [8] và xác 

định công việc trong hệ phân tán [9],… 

Giả sử G  là một đồ thị và   là một số 
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nguyên dương. Một ánh xạ  ,...,2,1)(: →GVf  

được gọi là  -tô màu ( -coloring) của đồ thị G 

nếu với mỗi cặp đỉnh u, v kề nhau trong G  ta luôn 

có )()( vfuf  . Số   nhỏ nhất để đồ thị G  có 

 -tô màu được gọi là sắc số của đồ thị G  và 

được ký hiệu là )(G . Đồ thị G  được gọi là k-

sắc nếu kG =)(  và được gọi là r-tới hạn nếu 

rG =)(  và )()( GH    với mọi H  là đồ thị 

con thực sự của G . 

 Hai  -tô màu f và g của đồ thị G  được 

gọi là khác nhau nếu tồn tại )(GVu  sao cho 

)()( uguf  . Ta ký hiệu ),( GP  (hoặc P(G)) là 

số tất cả các  -tô màu khác nhau của đồ thị G . 

Người ta đã chứng minh được rằng với mọi đồ thị 

G, ),( GP  là một đa thức của  . Đa thức này 

được gọi là đa thức tô màu của G. Khái niệm đa 

thức tô màu được đưa ra đầu tiên vào năm 1912 

bởi Birkhoff [2] khi ông cố gắng tìm kiếm lời giải 

bài toán bốn màu. Đến nay đã thu được nhiều kết 

quả sâu sắc. 

Hai đồ thị G  và 
'G  được gọi là tương 

đương tô màu hay  -tương đương nếu 

),(),( '  GPGP = .  

Đồ thị G được gọi là duy nhất tô màu hay 

 -duy nhất nếu với mọi đồ thị 
'G  tương đương tô 

màu với G  ta đều có G  và 
'G  đẳng cấu với 

nhau. Như vậy, cấu trúc của đồ thị duy nhất tô 

màu G  được xác định hoàn toàn bởi đa thức tô 

màu ),( GP .  

2. Cơ sở lý thuyết và phương pháp nghiên cứu  

2.1. Cơ sở lý thuyết  

Trước hết là một số kết quả đã biết về đồ thị 

r-tới hạn. 

 Định lý 1 ([3]). (i) Mọi đồ thị r-sắc đều 

chứa đồ thị con r-tới hạn. 

(ii) Nếu H  là đồ thị r-tới hạn và H  không 

là đồ thị đầy đủ, thì 2)( + rHV . 

Đồ thị G  được gọi là đồ thị liên thông nếu 

giữa hai đỉnh bất kỳ của G  đều tồn tại một đường 

đi. Đồ thị G  được gọi là k-liên thông ( 2k ) nếu 

hoặc G  là đồ thị đầy đủ 1+kK , hoặc G  có ít nhất 

k + 2 đỉnh và không có bất kỳ tập nào gồm k – 1 

đỉnh tách được nó. Tiếp theo là một số kết quả đã 

biết về các đồ thị tương đương tô màu. 

 Định lý 2 ([13]). Giả sử G  và H  là hai đồ 

thị tương đương tô màu. Khi đó 

(i) )()( HVGV = ; 

(ii) )()( HEGE = ; 

(iii) )()( HG  = ; 

(iv) G  là liên thông khi và chỉ khi H  là 

liên thông; 

(v) G  là 2-liên thông khi và chỉ khi H  là 

2-liên thông. 

Đồ thị liên thông  -duy nhất H  được gọi 

là  -duy nhất yếu nếu đồ thị 
1OH   không phải 

là  -duy nhất. Đồ thị liên thông  -duy nhất H  

được gọi là  -duy nhất mạnh nếu đồ thị 
1OH   

là  -duy nhất. Ta có một số kết quả sau đây về đồ 

thị  -duy nhất mạnh. 

 Định lý 3 ([10]). Giả sử G  là đồ thị liên 

thông  -duy nhất. Khi đó G  là  -duy nhất 

mạnh khi và chỉ khi G  là 2-liên thông. 

Định lý 4 ([14]). Giả sử G  là đồ thị không 

liên thông. Khi đó G  là  -duy nhất khi và chỉ khi 

1, = kOHG k , trong đó H  là đồ thị  -duy 

nhất mạnh. 

2.2. Phương pháp nghiên cứu 

 Để đạt được kết quả nghiên cứu, bài báo đã 

sử dụng nhiều phương pháp nghiên cứu khác nhau, 

trong đó phương pháp đồ thị và phương pháp tổ 

hợp là được sử dụng nhiều hơn cả.  

3. Kết quả và đánh giá  

3.1. Kết quả 

Trước hết ta phát biểu và chứng minh kết 

quả sau đây về sắc số của đồ thị tách cực. 

Định lý 5. Giả sử ),( EKISG =  là đồ 
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thị tách cực với nK =||  và 

 Iuuk = |)deg(max .  

khi đó 

(i) G là đồ thị n-sắc khi và chỉ khi k<n; 

(ii) G là đồ thị (n + 1)-sắc khi và chỉ khi k = n. 

Chứng minh. (i) Giả sử ),( EKISG =  là 

đồ thị n-sắc. Vì ][IG  là đồ thị rỗng nên nk  . 

Nếu nk = , nghĩa là tồn tại đỉnh Iu  sao cho u  

kề với tất cả các đỉnh của K, thì G chứa đồ thị con 

đẳng cấu với đồ thị 1+nK . Như vậy, 1)( + nG , 

mâu thuẫn với giả thiết G là đồ thị n-sắc. 

Ngược lại, giả sử rằng k < n. Dễ dàng thấy 

rằng nKG =])[( . Giả sử 

 nKf ,...,2,1: →  

là một tô màu đỉnh của ][KG . Vì 

nuuN = )deg()(  với mọi Iu , số các màu 

cần thiết để tô màu các đỉnh của N(u) nhỏ hơn n. 

Điều này nói lên rằng tập  

  ))((\,...,2,1 uNfn . Xét ánh xạ 

 nGVg ,...,2,1)(: →   

sao cho )()( vfvg =  với mọi Kv  và 

  ))((\,...,2,1)( uNfnug   với mọi Iu . Khi 

đó g  là n-tô màu của đồ thị G và do đó nG =)( . 

 (ii) Suy ra trực tiếp từ (i).             

 Tiếp theo là kết quả về đa thức tô màu của 

đồ thị tách cực. 

Định lý 6. Giả sử ),( EKISG =  là đồ 

thị tách cực với  muuuI ,...,, 21= , ii tu =)deg(  

với mi ,...,2,1=  và nK =|| . Khi đó  

)....(

)...)(1)...(1(),( 1

mt

tnGP

−

−+−−=




 

Chứng minh. Giả sử  nvvvK ,...,, 21=  và 

ta có thể tô màu các đỉnh của đồ thị G bằng   

màu. Dễ thấy đỉnh iv  có 1+− i  cách tô màu với 

i = 1,2,…,n, còn đỉnh ju  có đúng jt−  cách tô 

màu với j = 1,2,…,m. Do đó số cách tô màu các 

đỉnh của đồ thị G bằng   màu là   

)....(

)...)(1)...(1(),( 1

mt

tnGP

−

−+−−=




 

Trong Bảng 1 ta sẽ định nghĩa các đồ thị trợ 

giúp ),...,,( 21 m

m

n tttG  và ),...,,( 21 m

m

n tttH . Các 

điều kiện của nm,  và mttt ,...,, 21   cho các đồ thị 

tương ứng được chỉ ra dưới tên của đồ thị trong 

Cột 1. Các tập con I và K của tập đỉnh V cho mỗi 

đồ thị này được chỉ ra trong Cột 2. Cuối cùng, 

trong Cột 3 ta chỉ ra các cạnh của đồ thị tương 

ứng. Từ định nghĩa, dễ dàng thấy rằng  

),...,,( 21 m

m

n tttG  và ),...,,( 21 m

m

n tttH  là các đồ thị 

tách cực.  

Tiếp theo ta chứng minh bổ đề sau đây. 

Bổ đề 7. (i) Hai đồ thị ),...,,( 21 m

m

n tttG  và 

),...,,( 21 m

m

n tttH  là tương đương tô màu;  

(ii) Hai đồ thị ),...,,( 21 m

m

n tttG  và 

),...,,( 21 m

m

n tttH  không đẳng cấu với nhau. 

Chứng minh. (i) Theo Định lý 5 ta có: 

),)...()(1...(

)...1()),...,((

1

1

m

m

m

n

ttn

ttGP

−−+−

−=




 

và 

).)...()(1...(

)...1()),...,((

1

1

m

m

m

n

ttn

ttHP

−−+−

−=




 

Do đó hai đồ thị ),...,,( 21 m

m

n tttG  và 

),...,,( 21 m

m

n tttH  là tương đương tô màu. 

 (ii)  Xét  

 iuttGVuA m

m

ni == )deg(|)),...,(( 1  

và 

 iuttHVuB m

m

ni == )deg(|)),...,(( 1 . 

Dễ dàng thấy rằng 

 
11 1 2, ,...,m n tA v v v+ − = ,  

11 2 3, ,...,m n tB v v v+ − = . 

Do đó 1 1 1m n m nA B+ − + −= + . Từ đó suy ra rằng hai 
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đồ thị ),...,,( 21 m

m

n tttG  và ),...,,( 21 m

m

n tttH  là 

không đẳng cấu với nhau.         

 

Bảng 1. Các đồ thị ),...,,( 21 m

m

n tttG  và 

),...,,( 21 m

m

n tttH  

Đồ thị 

),( EVG =  

Tập đỉnh 

KIV =  

Tập cạnh 

11 ... += mEEE  

),...,( 1 m

m

n ttG

)...

1

,2(

21

nt

tt

m

m 





 

}

,...,{ 1

mu

uI =

}

,...,{ 1

nv

vK =
 

 
11111 ,..., tvuvuE =  

 
22122 ,..., tvuvuE =

………………….. 

 
mtmmm vuvuE ,...,1=

},...,2,1,

;|{1

nji

jivvE jim

=

=+  

),...,( 1 m

m

n ttH

)...

1

,2(

21

nt

tt

m

m 





 

}

,...,{ 1

mu

uI =

 

}

,...,{ 1

nv

vK =
 

 
11111 ,..., tvuvuE =  

 
22122 ,..., tvuvuE =

………………….. 

11 1 1{ ,..., }
mm m tE u v v
−− −=

( )}

,...,{

1

2

+

=

mtm

mm

vu

vuE

},...,2,1,

;|{1

nji

jivvE jim

=

=+  

Tiếp theo là kết quả về tính duy nhất tô màu 

của đồ thị tách cực liên thông. 

Định lý 8. Đồ thị tách cực liên thông 

),( EKISG =  là  -duy nhất khi và chỉ khi 

G  đẳng cấu với đồ thị tách cực liên thông 

' ' ' '( , )G S I K E=   với 
' 1I = . 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh điều 

kiện cần. Giả sử ),( EKISG =  là đồ thị tách 

cực liên thông  -duy nhất với I m= , K n= . 

Nếu 3m   hoặc 2m =  nhưng deg( )u n  với 

mọi u I , thì theo Bổ đề 7, dễ dàng thấy rằng G  

không là  -duy nhất, mâu thuẫn với giả thiết. Nếu 

1m =  hoặc 2m =  nhưng có đỉnh u I  sao cho 

deg( )u n= , thì dễ thấy G  đẳng cấu với đồ thị tách 

cực liên thông 
' ' ' '( , )G S I K E=   với 

' 1I = . 

Bây giờ ta chứng minh điều kiện đủ. Giả sử 
' ' ' '( , )G S I K E=   là đồ thị tách cực liên thông 

với  'I u=  và 
'K n= . Nếu deg( )u n=  thì 

'G  

là đồ thị đầy đủ 1nK + . Do đó 
'G  là  -duy nhất. 

Vì vậy ta có thể giả sử rằng 1 deg( )u n  . Giả 

sử R  là đồ thị sao cho 
'( , ) ( , )P R P G = . Theo 

Định lý 2 và Định lý 5, R  là đồ thị n-sắc, có cấp 

là n+1. Theo Khẳng định (i) của Định lý 1, R  

chứa đồ thị con n-tới hạn H . Dễ dàng thấy rằng 

( )V H n . ( )V H n  thì H  không là đồ thị 

đầy đủ, bởi vì H  là đồ thị n-sắc. Theo Khẳng định 

(ii) của Định lý 1, ( ) 2V H n + , mâu thuẫn với 

việc ( ) ( ) 1V H V R n = + . Do đó ta chắc chắn 

có ( )V H n= . Nếu H  không là đồ thị đầy đủ thì 

dễ dàng thấy rằng ( )H n  , mâu thuẫn. Từ đó 

suy ra H  là đồ thị đầy đủ và do đó 

( , )R S I K E=   với  *I u= , ( )K V H= . Từ 

'( , ) ( , )P R P G = , theo Định lý 6 dễ dàng thấy 

rằng '

*deg ( ) deg ( )R G
u u= . Từ đó suy ra R  và 

'G  đẳng cấu với nhau. Vậy, 
'G  là  -duy nhất.                                                 

Cuối cùng là kết quả về tính duy nhất tô 

màu của đồ thị tách cực không liên thông. 

Định lý 9. Đồ thị tách cực không liên thông 

),( EKISG =  là  -duy nhất khi và chỉ khi G  

đẳng cấu với đồ thị kH O , trong đó 1k   và 

' ' '( , )H S I K E=   là đồ thị tách cực liên thông 

thỏa mãn 
' 1I =  nhưng 

'( ) 1N I   nếu 
' 1K  .    

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh điều 

kiện cần. Giả sử ),( EKISG =  là đồ thị tách 

cực không liên thông  -duy nhất. Theo Định lý 4, 

G  đẳng cấu với 
'

kG O , trong đó 1k   và 
'G  
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là đồ thị tách cực  -duy nhất mạnh. Theo Định lý 

2, 
'G  đẳng cấu với đồ thị tách cực 

' ' '( , )H S I K E=   với 
' 1I = . Theo Định lý 3, 

H  là 2-liên thông. Do đó 
'( ) 1N I   nếu 

' 1K  .  

Bây giờ ta chứng minh điều kiện đủ. Giả sử 

G  đẳng cấu với đồ thị kH O , trong đó 1k   

và 
' ' '( , )H S I K E=   là đồ thị tách cực liên 

thông thỏa mãn 
' 1I =  nhưng 

'( ) 1N I   nếu 

' 1K  . Nếu 
' 1K =  thì H  là 2-liên thông, bởi 

vì 
'( ) 1N I  . Theo Định lý 3, H  là  -duy nhất 

mạnh. Do đó theo Định lý 4, G  là  -duy nhất.       

3.2. Đánh giá 

Chúng ta biết rằng, bài toán tô màu đỉnh đồ 

thị là bài toán khó và là một trong những vấn đề 

trung tâm của lý thuyết đồ thị. Cho đến nay bài toán 

này vẫn chưa có lời giải tổng quát cho mọi đồ thị, 

mà chỉ có lời giải cho một lớp đồ thị nào đó. Theo 

cách tiếp cận đó, bài báo này đã giải quyết bài toán 

tô màu đỉnh một cách trọn vẹn cho lớp đồ thị tách 

cực: Xác định được sắc số, đa thức tô màu và đặc 

trưng được lớp đồ thị tách cực duy nhất tô màu. 

4. Kết luận 

Trong lý thuyết đồ thị, đã có nhiều kết quả 

nghiên cứu về bài toán tô màu. Đối với đồ thị tách 

cực, vấn đề này cũng đã được một số nhà toán học 

quan tâm nghiên cứu và đã đạt được một số kết 

quả về tô màu cạnh và tô màu tổng thể (xác định 

sắc số cạnh, sắc số tổng thể và phân lớp đồ thị theo 

sắc số cạnh) [4]. Với việc tiếp cận vấn đề tô màu 

đỉnh, bài báo đã giải quyết xong bài toán tô màu 

đỉnh đối với lớp đồ thị tách cực, đây là những kết 

quả lần đầu tiên được phát biểu và chứng minh, 

góp phần làm phong phú thêm các kết quả nghiên 

cứu về bài toán tô màu nói chung và bài toán tô 

màu đỉnh nói riêng. Từ những kết quả này, trong 

tương lai hy vọng sẽ có những kết quả sâu sắc hơn.
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