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ỨNG DỤNG TÍNH CHẤT SAI PHÂN ĐỂ TÍNH TỔNG CỦA DÃY TRUY HỒI 

TUYẾN TÍNH  
Lê Hải Trung 

Tóm tắt: Bài báo trình bày về việc ứng dụng một số tính chất của sai phân trong việc tính tổng 
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= của một dãy truy hồi tuyến tính cấp k: 1 1 2 2 ...n k n k n k k nu a u a u a u+ + − + −= + + + . Dưới cách 

nhìn của l í thuyết sai phân thì số hạng tổng quát nu của một dãy số được xem như một ẩn hàm của một 

phương trình sai phân tuyến tính hệ số hằng thuần nhất. Việc đi tính tổng của dãy số ban đầu { }nu  

được đưa về việc giải một phương trình sai phân tuyến tính, với tổng của dãy chính là một nghiệm riêng 

của phương trình này. Phương trình đặc trưng của tổng dãy số { }nu được xác định thông qua phương 

trình đặc trưng của phương trình 1 1 2 2 ...n k n k n k k nu a u a u a u+ + − + −= + + + với số hạng tổng quát nu  

(đóng vai trò là ẩn). Đồng thời bài báo cũng trình bày một số để minh hoạ cho phương pháp đã nêu. 

Từ khóa: phương trình sai phân; tính tổng; dãy truy hồi; chuỗi số; Fibonacci. 
 

1. Đặt vấn đề 

Bài toán đi tính tổng của một dãy số luôn là một 

chủ đề thú vị không chỉ đối với giáo viên và học sinh 

khối phổ thông trung học. Ví dụ, ngay từ khi xuất hiện 

dãy số Fibonacci thì ngoài việc làm thế nào có thể xác 

định được số hạng tổng quát của nó thì việc đi tính tổng 

của n số hạng đầu tiên của dãy số này cũng là một câu 

hỏi thu hút đối với các nhà toán học cùng thời đại. Khi 

nghiên cứu sâu về dãy số này thì trên cơ sở xây dựng 

được phương trình tỉ lệ vàng (sau này ta gọi nó là 

phương trình đặc trưng, sẽ được đề cập tại phần sau của 

bài viết này) thì người ta thu được giá trị của một 

nghiệm chính bằng 
1 5

1.6,
2

+
  mà sau này người ta 

gọi đây là tỉ lệ vàng và để cho các nghệ sĩ và kiến trúc 

sư bắt đầu tính toán và xây dựng sao cho các tác phẩm 

của họ xấp xỉ tỉ số vàng này (các bút tích về tỉ lệ vàng 

này được tìm thấy trong quá trình khai quật các kim tự 

tháp tại Ai cập). Hiểu nôm na, chẳng hạn như khi thiết 

kế một cánh cửa, một ô của sổ hoặc một bức tranh thì 

người ta cố gắng để tỉ lệ giữa chiều dài và chiều rộng có 

giá trị gần (hoặc) bằng 1.6. Nếu ta chú ý một sản phẩm 

của tạo hoá là gương mặt của người phụ nữ thì rõ ràng tỉ 

lệ trên làm cho chúng ta hướng tới với một ánh mắt vô 

cùng thiện cảm. 

Ta đặt vấn đề là liệu có một phương pháp nào đấy 

để ngoài việc thoả mãn là một phương tiện để đi tìm số 

hạng tổng quát, hay tính tổng của một dãy số (được hiểu 

theo nghĩa là tuân theo một quy ước định sẵn) thì còn có 

thể cung cấp cho giáo viên và sinh viên, học sinh một 

phương pháp có thể sáng tác ra nhiều bài toán liên quan 

đến vấn đề nêu trên hay không? Chủ đề của bài viết sẽ 

cố gắng đáp ứng phần nào các yêu cầu đã nêu trên. 

2.  Cơ sở lí thuyết và phương pháp nghiên cứu  

2.1. Cơ sở lí thuyết  

Định nghĩa 2.1 (xem [1,2]). Sai phân cấp một của 

( )f i  được kí hiệu là ( )f i và xác định bởi: 

( ) ( 1) ( ).f i f i f i = + −  

https://vi.wikipedia.org/wiki/Ngh%E1%BB%87_s%C4%A9
https://vi.wikipedia.org/wiki/Ki%E1%BA%BFn_tr%C3%BAc_s%C6%B0
https://vi.wikipedia.org/wiki/Ki%E1%BA%BFn_tr%C3%BAc_s%C6%B0
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Tuỳ từng mục đích người ta có thể lấy i¡ hoặc 

.i¢  Trong nội dung bài báo này ta chọn .i¢  Và để 

tạo sự nhất quán về mặt kí hiệu, sau này khi viết if thì 

ta hiểu là ( ).f i  

Định nghĩa 2.2. Dãy 1 2, ,..., ,...nu u u được gọi là dãy 

truy hồi tuyến tính cấp ,k  nếu tồn tại các số 

1 2, ,..., , ( 0)k ka a a a   sao cho: 

1 1 2 2 ...n k n k n k k nu a u a u a u+ + − + −= + + +              (1) 

Như vậy trong dãy truy hồi tuyến tính cấp k thì mỗi 

số hạng, được bắt đầu từ số thứ tự thứ 1k + được biểu 

diễn qua đúng k số lượng phần tử đứng trước nó. Dễ 

thấy rằng một dãy truy hồi tuyến tính cấp k được xác 

định một cách duy nhất, nếu như k  phần tử đầu tiên 

1 2, ,..., ku u u của dãy được cho trước. Thuật ngữ “truy 

hồi” được xuất hiện trong tiếng Pháp “recurrente”. Thực 

tế cho thấy rằng, để tính được các phần tử (phía) sau của 

dãy truy hồi tuyến tính thì ta cần quay ngược lại đến các 

phần tử đứng trước đó. 

Ví dụ 2.1. Đối với cấp số nhân thì phương trình 

(4.1) có dạng 1 , 0n n nu qu u+ =  . Vì lẽ ấy nên cấp số 

nhân còn được gọi là dãy truy hồi tuyến tính cấp một. 

Ví dụ 2.2. Ta biết rằng một cấp số cộng luôn có dạng 

1 ,n nu u d+ = + và như thế theo định nghĩa đây không thể 

là một dãy truy hồi tuyến tính cấp một. Thế nhưng từ hai 

đẳng thức: 2 1n nu u d+ += +  và 1 ,n nu u d+ = +  ta có được 

2 12 .n n nu u u+ += −  Như thế cấp số cộng còn được gọi là 

dãy truy hồi tuyến tính cấp hai. 

Chúng ta hãy thử cùng nhau kiểm tra dãy với phần tử 

tổng quát 2

nu n= có là dãy truy hồi tuyến tính cấp ba hay 

không? Hiển nhiên nu đã cho thỏa mãn phương trình: 

3 2 13 3 .n n n nu u u u+ + += − +               (*)
 

Dưới cách nhìn của Lí thuyết phương trình sai phân 

thì một dãy truy hồi tuyến tính cấp k chính là nghiệm 

của phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất cấp k  

với hệ số hằng. Cho trước k  phần tử đầu tiên của dãy 

truy hồi tương đương với việc cho trước các điều kiện 

đầu của bài toán Cauchy của phương trình sai phân. Lí 

thuyết nghiệm của phương trình sai phân tuyến tính 

thuần nhất với hệ số hằng cho phép tìm được công thức 

số hạng tổng quát của dãy truy hồ (xem [1-5]). Ta sẽ 

minh chứng lời nói trên thông qua ví dụ cụ thể sau đây. 

Ví dụ 2.3. Tìm công thức số hạng tổng quát của 

dãy Fibonacci (xem [1]): 

2 1 1 2; 1.n n nu u u u u+ += + = =  

Lời giải. Phương trình đặc trưng của phương trình 

trên có dạng: 

2 1 0 − − =  

và cho ta hai nghiệm 1

1 5
,

2


−
= 2

1 5
.

2


+
=  Do đó 

nghiệm tổng quát của phương trình đã cho được biểu 

diễn bởi: 

1 2

1 5 1 5
.

2 2

n n

nu C C
   − +

= +      
   

 

Giá trị 1 2,C C được xác định thông qua các giá trị 

đầu 1 2 1.u u= =  Ta có được hệ phương trình: 

1 2

2 2

1 2

1 5 1 5
1,

2 2

1 5 1 5
1.

2 2

C C

C C

    − +
+ =       

    


    − +
+ =       

   

 

Giải hệ trên ta nhận được 1

1
,

5
C = − 2

1
.

5
C =  

Như thế công thức của số hạng tổng quát của dãy 

Fibonaci có dạng: 

 

1 1 5 1 1 5
,

2 25 5

n n

nu
   − +

= − +      
   

 

và còn có tên gọi là công thức Beni. 

Trong bài báo này sẽ trình bày phương pháp để tính 

tổng của một dãy truy hồi dạng (1) và thông qua đó, ta 

có thể sáng tác những bài tập tương tự.  

2.2. Phương pháp nghiên cứu  

Định lí 2.1. Nếu { }nu  là một dãy truy hồi tuyến 

tính cấp k thoả mãn (1) thì dãy {S }n với: 

                        
0

n

n i

i

S u
=

=                        (2) 
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là một dãy truy hồi tuyến tính cấp 1.k +  

Chứng minh. Hiển nhiên ta có:  

1m m mu S S −= −  

và từ phương trình (1) ta có được: 

1 1 1 2

1 1 1

( ) ...

( ) ( ).

n k n k n k n k

k n n k n n

S S a S S

a S S a S S

+ + − + − + −

− + −

− = − +

+ − + −
 

hay 

1 1 2 1 2

1 1

( 1) ( ) ...

( ) .

n k n k n k

k k n k n

S a S a a S

a a S a S

+ + − + −

− −

= + + − +

+ − −
 

Trong hệ thức cuối ta đổi 1n− thành n  và nhận 

được: 

1 1 2 1 1

1 1

( 1) ( ) ...

( ) .

n k n k n k

k k n k n

S a S a a S

a a S a S

+ + + + −

− +

= + + − +

+ − −              (3)

 
Đây chính là phương trình mô tả dãy truy hồi tuyến 

tính cấp 1.k +  

Định lí trên có giá trị hết sức quan trọng trong việc 

đi tính tổng (2), bởi lẽ để đi xác định (2) ta chuyển về 

bài toán đi giải phương trình sai phân thuần nhất cấp 

1k +  với hệ số hằng (3). 

Định lí 2.2. Nếu ( )P   là phương trình đặc trưng 

của phương trình (1) thì ( ) ( 1) ( )Q P  = −  là phương 

trình đặc trưng của phương trình (3). 

Chứng minh. Hiển nhiên phương trình đặc trưng 

của (3) có dạng: 

1 1

1 2 1

1

( ) ( 1) ( ) ...

( ) 0.

k k k

k k k

Q a a a

a a a

   



+ −

−

= − + − − −

− − − =
        (4) 

Rõ ràng (4) có một nghiệm 1, = do đó ta tiến hành 

chia (4) cho ( 1) −  và nhận được: 

1 2

1 2( ) ( 1)( ... ) 0.k k k

kQ a a a    − −= − − − − − =  

Biểu thức: 
1 2

1 2( ) ( ... ) 0,k k k

kP a a a   − −= − − − − =  

chính là phương trình đặc trưng của (1). Từ đây ta có 

điều phải chứng minh. 

Ví dụ 2.4. [1, tr.2] Để dễ dàng tiếp cận ta có thể 

quay trở lại với phương trình (*). Ta cần đi tính tổng 

trong trường hợp này là: 

2

0

.
n

n

k

S k
=

=                           (5)

 

Lời giải. Vì phương trình đặc trưng của (*) là: 

3 23 3 1 0  − + − =  

nên phương trình đặc trưng đối với nS là: 

3 2 4( 1)( 3 3 1) ( 1) 0.    − − + − = − =  

Từ đây ta có được: 

2 3

1 2 3 4 .nS C C n C n C n= + + +

 
Với 00, 0,n S= =  do đó 1 0.C =

 
Với 11, 1,n S= =  ta có được: 2 3 4 1.C C C+ + =

 
Với 22, 5,n S= =  ta có: 2 3 42 4 8 5.C C C+ + =

 
Với 33, 14,n S= =  ta có: 2 3 43 9 27 14.C C C+ + =

 
Kết hợp các phương trình nhận được cho ta hệ 

phương trình: 

2 3 4

2 3 4

2 3 4

1,

2 4 8 5,

3 9 27 14.

C C C

C C C

C C C

+ + =


+ + =
 + + =

 

Giải hệ phương trình trên ta thu được: 

2 3 4

1 1 1
, , .

6 2 3
C C C= = =

 

Như thế: 

2 31 1 1 ( 1)(2 1)
,

6 2 3 6
n

n n n
S n n n

+ +
= + + =

 
và đây là kết quả quen thuộc. 

Ví dụ 2.5. Tính tổng: 

0

sin , .
n

n

k

S k 
=

=  ¡  

Lời giải. Rõ ràng sin n  là nghiệm của phương 

trình: 

2 12 cos 0n n nu u u+ +− + =  

với phương trình đặc trưng là:

 

2 2 cos 1 0  − + =

 
do đó theo định lí 2.2 thì nS là nghiệm của phương trình 

sai phân với phương trình đặc trưng là: 
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2( 1)( 2 cos 1) 0.   − − + =  

Như thế nS được xác định bởi: 

1 2 2sin cos .nS C C n C n = + +  

Từ 0 1 10, sin , sin sin 2S S S  = = = + ta có được 

hệ phương trình: 

1 3

1 2 3

1 2 3

0,

sin cos sin ,

sin 2 cos 2 sin sin 2 .

C C

C C C

C C C

  

   

+ =


+ + =
 + + = +

 

Giải hệ trên ta thu được: 

1

1 cos
,

2sin
C





+
= 2

1
,

2
C =

1

1 cos
,

2sin
C





+
= −  

và như thế ta thu được: 

( )
1 cos 1

1 cos sin .
2sin 2

nS n n


 


+
= − +  

Sau khi biến đổi ta nhận được: 

( 1)
sin sin

2 2 .

sin
2

n

n n

S

 



+

=  

Chú ý rằng 0nS = khi 2 , .n n = ¢  Tóm lại: 

( 1)
sin sin

2 2 , 2 ,

sin
2

0, 2 .

n

n n

n
S

n

 

 


 

+



= 



=

 

Nhận xét 2.1. Trong ví dụ này ta chưa biết sin n
 

là số hạng tổng quát của dãy truy hồi tuyến tính nào, do 

đó ta cần “nhẩm” một phương trình sai phân tuyến 

thuần nhất với hệ số hằng để cho sin n là nghiệm. 

Phương pháp này đặc biệt hữu dụng khi ta cần tính tổng 

của chuỗi mà đã biết số hạng tổng quát. 

Ví dụ 2.6. (Phát triển từ đề thi chọn đội tuyển Việt 

Nam thi Toán quốc tế 2012, bài 4)1: 

Cho dãy { }nu  được xác định bởi: 

1 2 2 11, 2011, 4022 , .n n nu u u u u n+ += = = −  ¥
Tính 

tổng của: 

1

.
n

n k

k

S u
=

=  

Lời giải. Trong ví dụ này dạng truy hồi tuyến tính 

của dãy{ }nu  được xác định, thế nên để tính tổng nS  ta 

đi giải phương trình đặc trung tương ứng có dạng: 

2

2( 1)( 4022 1) 0nu   +− − + =  

và khi đó: 

( )

( )

1 2

3

2011 + 2 1011030

2011 - 2 1011030 .

n

n

n

S C C

C

= + +
 

Sử dụng các điều kiện 1 1,S = 2 2012,S =  

3 8088442,S =  ta được: 

1

3821
,

4020
C = 2

5
1457533

7284041202206
,

8 8040
C = −

 

3

5
1457533

7284041202206
,

8 8040
C = − −  

 

 

 

 

 

 

 

 

1Cho dãy { }nu  được xác định bởi: 

1 2 2 11, 2011, 4022 , .n n nu u u u u n+ += = = − ¥ Chứng minh 

rằng 2012 1

2012

u +
 là số chính phương.

 

 

và như thế: 
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( )

( )

3821

4020

5
1457533

7284041202206

8 8040

2011 + 2 1011030

5
1457533

7284041202206

8 8040

2011 - 2 1011030 .

n

n

n

S = +

 
 
 − 
 
 
 

−

 
 
 + 
 
 
 

 

 Dựa trên các kết quả đạt được ta có thể đưa ra 

phương pháp sáng tác các bài tập như sau: 

Bước 1: Xác định số hạng tổng quát nu  của 

dãy{ }nu là nghiệm của phương trình sai phân tuyến tính 

hệ số hằng nào? 

Bước 2: Giải phương trình sai phân tuyến tính (cần sử 

dụng kiến thức trong các tài liệu [1-5]) để xác định nu .  

Bước 3: Thiết lập phương trình đặc trưng của nS  

thông qua Định lí 2.2. từ đó xác định được .nS  

Bước 4: Sử dụng các điều kiện đầu đối với { }nS  để 

viết ra kết quả cuối cùng.  

Ta có thể đề xuất một vài ví dụ sau đây: 

Ví dụ 2.7. Tính các tổng sau đây: 

2019

2019

0 0

cos ; ( 1) sin .
3 4

n
k

n

k k

k k
S S k

 

= =

= = −   

2019
2

2019

0

( 1) ( 2 3);k

k

S k k
=

= − − +
 

0

( 1)3 cos .
n

k

n

k

S k k
=

= +  

Ghi chú 2.1. Các kiến thức cơ bản về phương trình 

sai phân như: Giải phương trình sai phân tuyến tính 

thuần nhất, thiết lập phương trình đặc trưng, hệ nghiệm 

cơ sở… ta có thể xem tại các tài liệu [1, 3, 5]. Việc phân 

loại và giải quyết phương trình sai phân với hệ số hằng 

có thể tham khảo tại các tài liệu số [2, 4]. 

3.  Kết luận 

Trong bài báo đã đưa ra phương pháp để đi tính 

tổng của một dãy số với số hạng tổng quát của nó chính 

là nghiệm của một phương trình sai phân tuyến tính với 

hệ số hằng (hay còn gọi là dãy truy hồi). Khi đó tổng 

của dãy này được xây dựng chính là một nghiệm riêng 

của phương trình sai phân tuyến tính hệ số hằng với 

phương trình đặc trưng được tính thông qua phương 

trình đặc trưng của phương trình với số hạng tổng quát 

đã cho. 
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APPLYING PROPERTIES OF DIFFERENCES TO FIND THE SUM OF LINEAR 

RECURRENCE SEQUENCES 

Abstract: The paper presents the application of some properties of differences to find(calculate) the sum 

1

n

n k

k

S u

=

=  of a 

recurrence sequence of degree k: 1 1 2 2 ...n k n k n k k nu a u a u a u+ + − + −= + + +  . In the Difference Theory, the n-th terms nu  of the sequence 

is considered to an implicit function of a linear difference equation with constant coefficients. Taking the sum of the initial sequence 

{ }nu  is taken to solve a linear difference equation, with the sum of the sequence is a partial solution of this equation. The 

characteristic equation of the total of sequence { }nu  is determined through the characteristic equation of the equation 

1 1 2 2 ...n k n k n k k nu a u a u a u+ + − + −= + + +  with the general term nu . Finally,the article presented some illustrative examples. 
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