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Tom tat: Xét (Xn;n=1) l1a ddy cac bién ngdu nhién doc lap ddi mét c6 mé men cp I' vo han véi

1<r<2. Trong bai bao nay, chiing toi thiét lap diéu kién du dé& thu dwoc luat yéu sb lon dbi véi tdng

~ z T - > z A
ngau nhién c6 trong s6 dang S, =Z " lcnj(Xj —E(Xj)), trong d6 (Cpj;1< j<mp,n>1) 1a mang cac so
J=

thwe, (T,,n>1) & day bién ngéu nhién nhan gia tri nguyén dwong.

Tir khéa: mdé men vo han; luat yéu sé I&n; bién ngau nhién; tdng ngAu nhién; doc lap ddi mot.

1. Gi¢i thiéu

Cho (X,;n>1) la ddy bién ngau nhién doc lap, c6
cling phan b xac suat, ¢ ki vong 0 va md men tuyét
d6i E(IX,[)<oo voi 1<r<2. Luat yéu sd lon
Marcinkiewicz-Zygmund phét biéu ring

X+ X, +..+ X,

n1/r

0 khin— oo,

Déi vai ddy bién ngau nhién cung phan bb xéac suit
c6 md men tuyét doi cap r vo han véi 0<r<2, Z.S.
Szewczak [4] cing da thiét lap luat yéu sb
Marcinkiewicz-Zygmund ddi voi ddy bién ngiu nhién
mixing va dung manh théa man diéu kién
E( X, |" 1( X, [£x)) la ham bién phan cham, trong d6
I(] X, |£x) la ham chi tiéu cva tap (| X, |<X) . Nakata
[3] ciing thu dugc mot s6 két qua vé luat yéu sé lon ddi
v6i day bién ngau nhién c6 xac suat dudi phan ra cap r
v6i 0<r<1. Gan day, Dung, Son va Yen [2] ciing da
thiét 1ap luat yéu so l6n ddi véi tong c6 trong sé cua day
bién ngiu nhién doc 1ap c6 md men cap r vd han voi
0<r<2. Trong truong hop 0<r<1 ta ludn cé bat
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dang thuc

[ X 4+ X et X, TS+ % |+t | X, [ VT moi
s6 thuc X, X,,..., X,. Do d6, gia thiét doc lap trong cac
két qua cua [2] cho trudng hop 0<r <1 la khéng can
thiét.

Xét (X,;n>1) la ddy bién ngiu nhién doc lap doi
mot ¢6 ki vong O va md men cidp r vO han véi
1< r < 2,trong bai bdo nay ching tdi thiét lap diéu kién
du dé thu duoc luat yéu sb lon d6i vai tdng ngau nhién
¢ trong sb:

S, = _Tzn:cnj(xj - E(Xj))v

trong d6 (C;;1<j<m;,n>1) la mang cac hang sb

dwong, (T,,n>1) la ddy bién ngiu nhién nhan gia tri

nguyén duong.

2.Co s& li thuyét va phwong phap nghién ciru
Cho(a,;n>1) va (b,;n>1) la hai day céac s thuc

duong. Trong bai bao nay ching toi ki hiéu a, ©b,

thay cho O <liminfa, /b, <limsupa, /b, <oo;

a, =0(b,) c6 nghia la lima,/b, =0 va a, ~b, dugc
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sir dung cho Lman /b, =1. Nhitng ki hiéu nay cing
dugc st dung cho hai ham thuce duong f(x) va g(x).
Ham chi tiéu cua tap hop A duoc ki hiéu la 1(A).
Trong suét bai béo nay, hing sé duong ¢ khong nhat
thiét gibng nhau trong mdi lan xuat hién.

B6 dé 1 [5]. Cho X, X,,..., X, la day bién ngdu
nhién doi mot truc giao. Khi dé ton tai hang sé dwong
C khéng phu thuéc n sao cho

K 2
E(m% ;Xi Js cin?(4n)

Pinh nghia 1. Diy bién ngiu nhién (X,,n=1)

_n E(X?).

i=1

dugc cho 14 bj chdn ngau nhién boi bién ngiu nhién X
néu ton tai hang s6 duong ¢ sao cho véi moi t >0,

supP(|X,|2t)<cP(|X|>t).

B6 dé 2 [6]. Cho (Xn,n Zl) bi chan ngdu nhién
béi bién ngau nhién X. Khi do ton tai hang sé dwong
csaocho V p,q,t>0 va vn=x1,

a) E(|X,["1(|X,| <t)) <c[t'P(|X|2t)
FEXTI(X[<t) |
b) E(|X,[" 1(|X,|>t)) <CE(|X|" 1(|X|>1)).
Pinh nghia 2 [1]. Cho a>0. Ham sé duong do
duoc f(x) xac dinh trén mién [a;+w0) duoc goi 1a ham
bién phan chinh quy cdp r (rej) & 4oonéu véi moi
x>0,

%—)Xr khi t — +oo.

Truong hop r=0,ham f(x) duogc goi 1a ham bién
phén chdm ¢ -+oo.

Voi x>0, ki hiéu log(x) =max{l,In(x)},
log(log(x)), trong d6 In(x) la ham logarit ty nhién. D&
dang kiém tra duocx’, x" log(log(x)),
w log(x) )

log(log(x))

r (rej) ¢ +oo. Néu bién ngiu nhién X c6 md men

x" log x,

.. 1a cac ham bién phan chinh quy cép

tuyét ddi  cdp  r(r>0) hitu han  thi
H(x)=E( X[ 1( X [<x) la ham bién phan cham &
+o0. B6 d sau 1a mot phan ciia B6 dé 3 trong [2].

B6 dé 3 [2]. Cho 1<r<2 va X la bién ngdu
nhién thoa manH (x)=E(|X|"1(X|<x)) 1a ham
bién phan chdm ¢ +o0. Khi do,

P(1X|>x)
X"H (x)
E(IX]1(X]>x))

X""H (x)
E(X1(]X]<x))

X*"H (X)

— 0 khi X — +o0;

— 0 khi X — +o0;

b)

— 0 khi X = +o0.

<)

Bo dé 4 [1]. Cho 1<r<2 va I(x) la ham bién
phan chdm. Khi do,

j‘jt“l(t)dt

khi X — o0
Y XT(x) T
X
[EI(t)dt
0 :
b khi X — oo,
) X*1(X) Ty T

B dé sau la két qua mé rong cua B dé 1 trong [2].
B6 d& 5. Cho bién ngdu X thoa
P(|X|>x)© x"I(x)vsi I(x) 1a ham bién phan chgm

nhién

6 +oo. Khi do,
a) E(|X]1(]X]>x))© x"1(x);

b) E(|X[ 1(|X] < X)) ©x*"1(x).

Chirng minh.

a) E(|X|I(|X|>x))=ofth(|X|st)

=—Oj:th(|X|>t)
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:xp(|X|>x)+°fp(|X|>t)dt

© x""l(x

)[(t I(t)dt © X1(x).

b) E(IX[1(|X|<x))= LtzdP(|X|st)
X

=—(j)t dP(|X|>t)

= 2P(|X|>x)+2gtP(|X|>t)dt

© x*"1(x)+ Z?tl”l (t)dt © x*"I(x).
0

3. Két qua

Pinh li 1. Cho 1<r<2 va (X, ,n>1) la day
bién ngdu nhién doc ldp déi mét c6 mé men cdp r vo
han. Gia sw (Xn,n21) bi chdn ngdu nhién béi bién
ngdu nhien X va H(x)=E (X[ 1(X|<x)) l1a ham
bién phan chdm ¢ +co. Gid s (T,,n>1) la day bién
ngau nhién nhdn gia tri nguyén, dwong déc lip voi
(X, ,n21), théa man

P(T,>m,)—0khi n— .

Cho (c,;1<k <m,,n>1)laday sé thuc théa man:

sup[ln (4n) Z|an| H[| |B<oo va
nk

max |c,, | >0 khi n— oo,

1<k<m,

Khi do,

Tn

D Gy (X —E(X,))——0 khi n — o,
k=1

Chieng minh. V6i n>1,1<k<m,,

pat: X, = X, 1(jc, X, |<1),

T

X:k = Xkl (|anxk| >1)’ Sn :Zn;,cnk (Xnk

E(X.))

=

S, =:§;an(xnk E(X))-

TacéS, =S, +S,.
bé chang minh S, —£—0 ta chang minh:
S, —f—>0va S, —F—0.

Trudc hét ta chang minh S, —F—0.

Do (X,,nx=1) doc lap @61 mot nén
(X —E(Xy ) 1<k <m,) la day bién ngdu nhién doi
mat truc giao. Do do, véi £ = 0 bé tuy y,

m)

P(,.']

)

M
T

=S n?(an) Y GAE| X21| X< 1
& k=1 |nk|

Cox 720

+P(T,>m,)
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+P(T,>m,)

1

— E

m >

C

+?|n2(4n)kZ;E(X |[|X| |C JJ 1i| | (

n: h <-— nk E
&

o
=
*

o
IA

" )+P(Tn >m,)

Xnkl(|Xnk|> J
| nk|

J +P(T,>m,)

Co 20 -~
+P(T, >m,) 70
Véi §>0 bé tay y, ap dung Bo dé 3 véi n da lon _ O(imr H (LDJF P(T, >m,)—0.
ta duoc: k=t lCul
, " P -
(|X| 1 ]<5 1rH(ij Do d6 S, ——0 khi n— .
|an | |an| |an | Vi Vé:ly,

{|x| |[|x|_| HKJJQ[ﬁH(ﬁH :Z:,cnk(xk—E(xk))—%o khi n— o0,

Pinh 1i 2. Cho 1<r <2 va (X,,n>1) la day bién
Thay vao biéu thirc trén, ta duoc:

P(ls, )<5—In (4n) Z|cnk| H[| ili

ck¢0
+P(T, >m,).

ngcfu nhién doc lap doi mot co mo men cd'p r vo han.
Gia sir(X,,n>1) bj chin ngdu nhién boi bién ngdu

nhién X sao cho P(|X|>x)©xI(x). Gid si (T,,n>1)

la bién ngdu nhién nhdn gid tri nguyén dwong, déc lip
voi (X,,n21), théa mdn

Cho n—» o0 sau d6 cho § -0 ta dugc S, ——0 .
. P(T,>m,)—0khi n—>c.
khi n — oo,

_ Tiép theo ta ching minh S, —E—0, Cho (c,;1<k <m,,n>1)lamgtday so thuc thoa man

Véi £>0 bétiyy, 2 (4n) Zm '(| li
P(si[><)= [ (X E0x)) >5J Khi d6
Tﬂ
B L
k=1
. Chiérng minh. Voi n211<k <m,
+P (kz:cnk( E(X r;k)) >8J“(Tn >mn)J bat X, = X1 (|c, X,|<1),
n X" =X, 1 (|c, X, |>1),
SP[anax Zan<X;k—E(X;k))>g] =Xl ([lew X, > 1)
I = Ty
s =%, (X, —E(X,
+P(T, >m,). kzz; k( —E( k))
Tiép tuc 4p dung bit dang thic Markov va Bo dé 3 S = < X' _E(X]
ta dll’(_)’C n ;an( nk ( nk ))

gcnk (X;k _E(X;k ))

|

P(|s| >g)£%E{lr<rE§n>1<n
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Pé ching minh S, —F—>0, ta chang minh:

+_In (4n chkE[X I(IX|—|an|B

S, ——0va S, ——-0.

Co 20
- Truéc hét ta chang minh S, —2—0. +P(T,>m,)
V6i &3>0 bé tly Y,
—In (4n Z|cn| I[ J P(T,>m,)

=) =7{ S (X =0 &% R

. (theo B6 dé 5)
:P((zcnk(x (Xnk)) >5J0(Tn Smn)J — 0 khi n—> oo

k=1

T, o .
+P((chk(xr‘1k _E(X;lk)) >8Jm(Tn >mn)J Vay: Sn ——>0 khi n—>co,

k=1

- Tiép theo ta chitng minh S, —*—0.

< P(m% kmz_";cnk(x'nk—E(x;k)) >gj V6i &>0 bétly Y,
+P(T, >m,). P >g Uzcﬂk ( "k)) >8]
Ap dung bt ding thirc Markov va B dé 1 ta duoc .
. ) =P({icm X ~E(X2)) >ng(Tnsmn)J
P(ls, >5)SZ12E[12T% kZ:;cnk(x‘nk—E(x'nk)) J .
+P

[icnk (X -E

k=1

(X —E(
(%u)
e (% -E(X0)

>g]m(Tn >mn)J

2.

& k=1 1<ksm, | €=

+P(T, >m,)

s%|n2(4n)iE<CHk(X;k—E(X'nk)))z <P(max
P(

T,>m,)

n

c
<X in?(4 2E(X,2)+P(T, > 1 e (X ;
<6‘2 n kz;cnk ( )+ ( ) SEE[LT%‘ kZ;an(Xnk_E(Xnk))]—i_P(Tn >mn)
_C 2 2 2 it
= 10 (4n) . cE B (X (X | <1) g%Z|cnk|E‘(X;k ~E(X;, )|+ P(T, >m,)
k=1
+P(T, >m,) m
1o :
<2 Jow | E([Xa)+P(T, > m,)
:_|n (4n ZCHKE[Xnkl(lxnkLl lD =
8 nk 1 <
L E((Xal1 (o] 1) P72
+P(T, >m,) a
n SEm EXI(X J+PT>m
s%ln2(4n)zp[|x|2 1} s & WE P P g PO m)
£ kilo |an| e
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©= Z| nk||[| nklj P(T,>m,)—0.

Vay S, —F—0 khi n—> .

Do d6

T

e (X —E(X,

k=1

))——>0 khi n—>o.

Vi du 1. Cho 1<r<2. Xét ddy bién ngau nhién
(X,,n>1) lién tuc, doc lap d6i mot va co cung phan b
X&c suat véi ham mat do xéc suat chung

r .
— khix>1
f(x)=4x X

0 khix <1
Ta c6 E(X,["1(X,|<x)=0 néu
EQX, 10X, €x)=Inx néu x=1, do do
H(X)=E( X, [ 1(X,|<x) la ham bién phan cham.
Xét (T.,n>1) la ddy bién ngiu nhién doc lap véi

x<1l va

(X,,n>1), c6 cing phan bd Poisson véi tham sb
A >0, tic la
k
P(T. =k) = eﬂil ke

Khi d6 P(T, > k) — 0 khi k — . Xét day hing sé

(Cyil<k<nn=1)véi ¢, véi moi 1<k <n.

~In(n)k
Taco

sup{ln 4n Z|an| H@;Jj
nk
3

n

va max|c, | <

1<k<n

L L okhinom
n)

Vi vay, ap dung Pinh 1i 1 ta dugc
Tn
1 lixk—L)—Mo khi n —> oo,
In(n) &= k r-1
Vi du 2. Cho 1<r<2. Xét ddy bién ngau nhién
(X,,n>1) lién tyc, doc lap d6i mot va co cung phan b

X4&c suat voi ham mat do xéc suit chung

clnx .
khi x >1
f(X)= XL X
0 khi x <1

Ta c6 P(X>x)Ox"Inx. Xét (T,,n=>1) la day
bién ngau nhién doc lap véi (X,,n>1), c6 cung phan
bé Poisson véi tham s6 A>0. Khi ¢6 P(T, >k) >0
khi k —oo. Xét ddy hang sé (c,;1<k<n,n=1)vsi

Cy = voimoi 1<k <n. Taco
In(n)k

Z(4n Z|cnk| I[| |J Inn(4n)_)0 khi n — oo,
nk

Vi vay, ap dung Dinh li 2 ta dugc
1 &1

- _(Xk

—E(X,))——0 khi n —> oo
In(n) =k

4. Két luan

Bai bao da thu duoc hai két qua vé hoi tu theo xac
suit caa tong ngau nhién co trong sb déi véi day cac bién
ngau nhién doc lap doi mot c6 md men tuyét dbi cap r
vO han véi 1<r < 2. Két qua trén 1a ma rong mot phan
ndi dung Pinh 1i 5 va Binh Ii 11 trong bai béo [2]. Ddi
Vi trudng hop 0<r <1 cac bién ngau nhién khong can
gia thuyét doc lap, nén trong bai bdo nay ching toi
khong xét. Bai bao ciing da dwa ra hai vi du minh hoa
cho két qua thu duoc.
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WEAK LAWS OF LARGE NUMBERS FOR RANDOM WEIGHTED SUM OF PAIRWISE
INDEPENDENT RANDOM VARIABLES WITH INFINITE r-th MOMENTS

Abstract: Let (X,;n>1) be a sequence of pairwise independent random variables with infinite r-th moments. In this paper, we
T
establish sufficient conditions to obtain weak laws of large numbers for random weighted sum S, :Z _" lcnj(Xj - E(Xj)), where
J:

(Cpjil< j<mpy,n21) is an array of real numbers, (T,,n>1) is a sequence of positive integer-valued random variables.

Key words: infinite moments; weak laws of large numbers; random variables, random sums, pairwise independence.



