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MOT MO RONG CUA LUAT MANH SO LON LOAI MARCINKIEWICZ -

ZYDMUND
Toén That T4?, Nguyén Thi Hai Y&n®”

Tom tét: Xét day cac bién ngdu nhién (X,;n>1) déc 1ap bi chan ngdu nhién béi mot bién ngéu
nhién X , ching téi d& y rdng cac bién ngau nhién xét & day khong nhét thiét cling phan bé xac suét.
Trong bai bao nay, bang cach str dung khai niém, cac tinh chét cta ham sé bién thién chinh quy b(x)

cung v&i dinh |i Karamata va cac dinh i khac nira, chung t6i thu dwoc ddy 1 zn:(xk —E(X)) >0
b~ (n) £

hoi tu hdu chdc chan khi n—oo. Vi thé, néu (X,;n>1) doc lap clng phan bd xac sudt va lay

b(X) =x" voi 1< r <2, ta thu dwoc luat manh sb I&n loai Marcinkiewicz - Zydmund cho day céac bién

ngau nhién nay. N6i cach khéc, ching tdi mé réng cua luat manh sé 1én loai Marcinkiewicz - Zydmund
cho déy céc bién ngau nhién dac lap bi chan khong nhét thiét cting phan bb xac suét.
Tir khoéa: ham bién thién chinh quy; ham bién thién cham; day bién ngdu nhién bi chan; luat manh sé

I&n Marcinkiewicz - Zydmund; dinh li Karamata.

1. Giéi thiéu

Cho (X,;n=>1) la day céc bién ngau nhién va dat
n
S, :ZXk .Giasir (a;;n>1)va (b,;n>1) la céc day
kL

s thyc sao cho 0<b, Too. Khi do day (X,;n=1)
tuan theo luat manh s I6n véi cac hang sé trung tam
(ay,;n>1) va céc hang s6 dinh chuan (b,;n>1), néu

Sn —a,

— 0 hau chac chan khi n — oo, €h)
n

C6 hai luat manh s6 16n noi tiéng dbi veéi ddy cac
bién ngau nhién doc lap cung phan bb xac suat. Do 1a
lust manh sé l6n Kolmogorov va luat manh sb l6n
Marcinkiewicz - Zydmund. Chung tuong tng véi r =1

va 1l<r<2 khing dinh ring E(|X1|r)<oo va
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E(X;)=C néu va chi néu (1) ding khi a, =Cn va
b, =n"". Déi véi day céc bién ngiu nhién (X,;n>1)
doc lap (khdng nhat thiét cing phan bd xéc suat) thi luat
manh s 16n Kolmogorov phéat biéu rang diéu kién du dé
(Xp;n=1) tuan theo Ilugt manh s6 I6n 4
& Var (X, ) o L
Z— <o vakhidoa, = E(Sn). Muc dich ctua

2

= N

bai bao la cai tién diéu kién moment cua luat manh sb
I6n loai Marcinkiewicz - Zydmund cho ddy céc bién
ngau nhién (X,;n>1) doc lap khong nhét thiét cung
phan b xac suat nhung bi chan ngau nhién boi mot bién
ngau nhién X.

Trong sudt bai bao C la hang s6 dwong va nd
khéng nhét thiét giong nhau trong méi lan xuét hign. Ki
hiéu b™ (x) 1a ham nguoc cua ham b(x).

2. Co s& li thuyét

Pinh nghia 2.1. (xem Dinh nghia 7.1 [1, tr.566])
Cho a>01la mot sb thuc duong. Ham sb duong do
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dugc f(x) trén [a;00) duoc goi la bién thién chinh
quy bac pe(—oo;0) tai vo cing va duoc ki higu la

f eRV(p) néu Iimm=xpvéi moi x> 0.
t—w (t)

Néu p=0thi ham s f(x) bién thién chinh quy
bac p=0 dugc goi la bién thién cham va dugc ki higu
la feSV.

Cac vi du dién hinh vé ham s bién thién chinh quy
bac pe (—oo; oo) la:

N
x?, x”log*x, x”log*log*x, Xplog—xl
log*log*x
trong d6 log™x duoc hiéu la max{L, logx} .

MJ3i ham sé duong do dwoc c6 giéi han hitu han khi
X —> o0 12 ham sé bién thién cham.

binh i 2.1. (Pinh |i Karamata) (xem Dbinh Ii
1511 [2, tr.28]). Cho feRV(p) va bi chan dia
phuong trén [XO; oo) Véi X, > 0. Khi do:

(i) Véi o =—(p+1),

X
xo*Lf (X/It"f (t)dt > o+ p+1
X

khi X —>o0;
(i)Vsi o <—(p+1),

xo+ ¢ (x)/Tt(’ f(t)dt > —(c+p+1)

khi X —>o0.

Pinh nghia 2.2. (xem Pinh nghia 4 [5, tr.5]). Day céc
bién ngau nhién (X,,; n >1) duoc goi la bj chan ngau nhién
bai bién ngau nhién X néu véi mot sb hiru han C > 0,

sup P(|X,|2t) <CP(|X| 2 t) v&imoi t>0.
n

Néu (X,X,;n>1) la day cac bién ngau nhién
cling phan phan phéi xac suét thi (X,;n=>1) bi chin
ngau nhién bai bién ngiu nhién X .

Bo dé 2.1. (Xem B6 dé 1.2 [3]). Vi bat ki bién
ngau nhién X va vai bat ki hai s6 thuc q>0,t >0 ta co:

12

(i) E(|x|q I(|X|st)):qjsq‘1P(|X|>s)ds—th(|X|>t).

0

(i) E(X[" 1(X[> 1)) <af s (X[ > s)ds+t7P(|X| >1).

t
Néu E(|X[*) <o thi a thu duge ding thic

Pinh i 2.2. (Bat ding thirc ¢, ) (xem Dinh i 2.2
[1, tr.127]). Cho r>0. Gia sit ring E|X[| <o va
E|Y|" <oo. Khido:
E(Ix +v[")=c (E[X[ +E[V).

1 khi 0<r<1

trong 0 & = {2"1 khi r>1

Pinh i 2.3. (xem Hé qua 3 [6, tr.117]). Cho day cac
bién ngiu nhién (Xp;n=1) doc lap sao cho voi

0

a,€[0,2] nao do ZE(|Xn
n=1

“n ) <o, trong do

E(X,)=0 khi 1<, <2. Khi d6 D X, hoi tu hiu
n=1
chac chan.

B6 dé 2.2. (Bé dé Krocnerker) (xem Dinh 1i 2.5.5
[4, tr81]). Néu (a,;n>1)la day s6 thyc théa man

TR o T
O<a, T o0 va chudi Z—" hoi tu thi —Zxk —0.
n=1 a” a” k=1

binh li 2.4. (xem binh i 12.1 [1, tr.75]). Cho
r>0. Khi dé

inflp(|x| >n)<E[X[ sl+in”P(|X|2 n)

n=1 n=1

3. Két qua
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Pinh 11 3.1. Cho be RV (r) véi 1<r < 2laham sé
ting va bi chan dia phuong trong [0; oo). Cho
(X,;n>1) la day cac bién ngau nhién doc lap. Gia sir
rang (X,;n>1) bi chan ngdu nhién boi bién nglu

nhién X sao cho E(b(|x|))<oo. Khi do:

> Heie)

n=1

hol tu hau chic chan. 2)

Hon nira, dy (Xn n>1)tuan theo luat manh sé

Zn:(xk ~E(X,))—0 hau chic

16n. Cu thé 13, —
b~ (n) €=

chin khi n —> 0.

Chikng minh. Véi méi n ta dit
Un = Xl (| %] <074 (1))~ E (X, ([Xa] <B7* (m)),
Vo = Xl (| X > 7 (1) = E( Xy [ Xo| > 57 ().

RO rang X, —E(X
minh (2) ta chung minh:

) U, +V,. Do do dé ching

o0 o0

" va Vo
() &)

n=1 n n=1

hoi tu hdu chéc chan.

hoi tu hau

Truéc hét ta chang minh —
nzﬂlb (n)
chac chan. Ap dung Bat dang thac c, va Bo dé 2.1 (ii)
véi =1 ta dugc
Zw:E(|vn| 2 E(|X|1 (IX |>b7 (n)
i = b~ (n)

n=1
j P(|X,|>s)ds

o
Py
=
|/\
[N
M

+ 2ip(|xn| >b7(n))

Do (X,;n>1) laday cac bién ngau nhién bj chin

ngau nhién bai bién ngau nhién X nén

N E(Ivn|)< 21 ®
o b’l(n) _Cé bt ) bI[n)P(|X|>S)dS
' CZF’(IXIw-l(n))-

Iy :ibll(n) I P(|X|>s)ds

n=1 b n)

ip(|x|>|o-l (n))

n=1

Két hop véi b 14 ham ting ta co

ip( b(|X[)>n)

n=1

Do d0, theo Pinh li 2.4 tasuy ra I, <.

Tiép theo ta chiing minh I, <. Pat s=b~(n)t,
va 4p dung DBinh Ii 2.4 ta co:

P(|x|/t>b L(n ))

dP(|X] < x)dt

Iy, = j[Tb(x/t)dt] P(|X|<x),

a

13
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véi a la mot so duong. Trong tich phan Iy, ta dat

y = X/t va véi sb duong a du lon &p dung Dinh i 2.1

o[
scjuxmp|x|3x)
<CE(b(|X[)) <=,

nho gia thiét cua dinh 1. Bay gio véi a duong du lon
d6 va ap dung Binh li 2.1 (i) v6i o =-2 thi

Iy =Txﬁ%dyde(|x| <x)

0

(i) ta co:

]dp <)

saj‘&z)dx-deﬂXBX)

X
a
_aP(O<|X|$a)J‘&§)dx
X

0
sCP(O<|X|sa)b(a

)<oo
- E(M I)

T do 1, <oo va vi thé z

()

<o, Ap dung

0
Dinh li 2.3 tasuy ra Zﬁ héi tu hau chéc chén.
n=1

Bay gio ta ching minh Z hoi tu hau chic

Un
n=1 b_l (n)

chén. Theo Binh Ii 2.3 ta chi can chira

Ap dung Bit ding thucc,va B6 dé 2.1 (i) véi
g =2 taduoc

14

Pat s=b~'(n)t vado (X,;n>1) laddy cc bién
ngau nhién bi chin ngau nhién bai bién ngau nhién X
va b 1a ham duong tang nén theo Binh li 2.4 ta co:

:cﬁtb(x/t)dp(|x|<x)
= CT“tb(x/t)dt}dPﬂX |<x)
:C(()J10+J2),
trong do
J = j'[j'b(x/t)dt]dp(|x| <x),
J, :ZTUb(X/t)dtJquX' < x),

v6i d 1a mot s6 duong. Trong tich phan J, ta dit
y = X/t va véi s duong d du 16n &p dung Dinh Ii 2.1
(i) ta suy ra:

0

J, :I[xzj%ddePuth)

d

<CIb

gCE( (|x|))

|X|<x)
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nho gia thiét cua dinh 1i. Bay gio vai s6 duong d du 16n
d6 va ap dung Dinh 1i 2.1 (ii) véi o =-3 thi

1

J; :I[dtb(x/t)dP(|X| < x)} dt

<P(0<|X]|< d)jtb(d/t)dt

E(u) ‘ S
— L <om, Va (2) dugc chirng minh.
n=1 (b’l(n))

Cubi cung, 4p dung Bb dé Kronecker ta dugc day
(X,; n>1)tuan theo luat manh s6 lon.

Pinh li dugc chirng minh.

Chon b(x)=x" véi 1<r <2 trong (0; ) ta thu
dugc luat manh sb 16n Marcinkiewicz - Zydmund.

Hé qua 3.1. Cho (X,;n=>1)la day céc bién ngau
nhién doc lap cung phan bd xac suit. Gia sur rang

E(|%,[") <0 vsi 1<r <2. Khi do:

%Zn:(xk ~E(Xy)) >0 hau chac chan khi n — oo,
N o

4. Két luan

Pé thu dugc mot sw mo rong cua luat manh sé 16n
loai Marcinkiewicz - Zydmund déi vei day (X,; n>1)
cac bién ngau nhién doc lap khdng nhat thiét cung phan
bd xé&c suit chung toi da dua ra cac diéu kién cho ham
s6 beRV (r) va diéu kign moment cho day (X,;n>1)

bi chan ngau nhién bai mot bién ngau nhién X.
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Probability: A Graduate

AN EXTENSION OF MARCINKIEWICZ - ZYDMUND TYPE STRONG LAW
OF LARGE NUMBERS

Abstract: Let (Xn; nzl) be a sequence of random independent variables which is stochastically dominated by the random

variable X. In this paper, using the definition and properties of regular varying function and theorem Karamata and more, we obtain

n

1
the sequence I
")t

Z(Xk - E(Xk)) — 0 converges almost surely when N —> 00 . So, if (Xn; n 21) is a sequence of independent

and identically distributed random variables and b(X) =X" with 1<r<2 then we obtain Marcinkiewicz - Zydmund strong law of

large numbers for this sequence of the random variables. In another word, we present an extension of Marcinkiewicz — Zydmund type
strong law of large numbers for a sequence of independently random variables which is stochastically dominated by the random
variable, but not identically distributed.

Key words: regularly varying function; slowly varying function; stochastically dominated sequence of random variables;
Marcinkiewicz - Zydmund strong law of large numbers; Karamata theory.
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