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T6m tat: Trong bai viét nay, ching tdi gi¢i thiéu vé cac khai niém pha téng quéat cia médun, médun dbi
bét bién tw ddng cAu va mét vai tinh chét cla chang. Bai bao ciing dwa ra mot sb két qua lién quan dén
bai toan Schroder-Bernstein dbi ngAu cho I&p médun y— déi bat bién dang céu.

T khéa: y—pha tbng quat, phd xa anh,; médun y— déi bat bién dang céu; Dinh Ii Schroder-

Bernstein.

1. Gi&i thiéu vé mét sé khai niém

Singh va Srivastava trong [1] da gidi thiéu lop
mo6dun ddi bat bién tu dang ciu, nd 1a khai niém di
ngau cua moédun bat bién ty ding cdu dugc nghién ctu
bai Lee va Zhou trong [2]. Trong [3], Guil Asensio,
Tutuncu va Srivastava da tong quat cac khéai niém nay
va dua ra mot s6 két qua dep. Phan dau bai viét nay,
ching tdi giai thiéu lai cac khai niém trén va lam ré mot
s mdi quan hé giita ching. Phin sau cua bai viét,
chung t6i dua ra mot s6 két qua lién quan dén bai toan
Schroder-Bernstein d6i ngau cho 16p médun c - bt
bién ding cdu. Ching ta biét rang, trong Ii thuyét tap
hop, dinh Ii Schroder-Bernstein phat biéu rang: néu ton
tai cdc don anh A ® B va B ® A giira hai tap hop A
va B, khi d6 ton tai mot song &nh A ® B . Déi ngiu,
ta c6, néu ton tai cac toan &nh A® B va B ® A giita
hai tap hop A va B, khi d6 ton tai mot song anh gitra
A va B . Trong li thuyét médun, Bumby [4] da chuang
minh rang phét biéu kiéu dinh Ii Chroder-Bernstein
dung cho cac modun bt bién dudi tu dong cau cua bao
noi xa. Trong [5], Guil Asensio da chtng minh bai todn
Schroder-Bernstein dung dbi véi cac modun bét bién
duéi ty dang cau cua bao ndi xa. Viéc mé rong bai toan
Schroder-Bernstein trén modun hién nay van dang dugc
cac nha toan hoc tiép tuc nghién ctu va hi vong cé
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nhiéu két qua thi vi. Trong sudt bai béo, vanh R 1a
vanh két hop c¢6 don vi, moi R -médun 1a médun unita.
Taki hieu M, déchi M lamét R -modun phai, ,M

dé chi M 1a mot R -modun trai. Khi khong sg nham
IAn vé phia cua moédun, ta viét médun M . Ky hiéu
A£ M @ chi A 1a modun con cia M , End(M) Ia
tap tit ca cac dong cdu tr M dén M . Mddun con K

cia R- mdédun M duoc goi 1a modun con cbt yéu

'R

trong M , ki hiéu K £° M , néu voi moi mdédun con L
cta M ma K CL = 0 thi L = 0. Ltc nay, ta cing noi
M 1a mé rong cbt yéu cua K . Béi ngau, ching ta c6
khai niém moédun con d6i cét yéu. Mot modun con K
cia R - médun M duoc goi 1a modun con ddi cét yéu
trong M , ki hiéu K = M, néu v&i moi mddun con L
ctaM maK+L=M thiL=M.Vanh R mamoi
R -médun phai déu c6 phu xa anh dwoc goi la vanh
hoan chinh phai.

2.Pha tébng quat va médun c - ddi bat bién tw
dong cau

Nhéc lai ring, véi mot R - modun phai M, todn
cdu p:P ® M duoc goi la phu xa anh dbi véi M néu
P 1d R- modun xa anh va p 14 toan cau ddi cét yéu
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(tac ker(p) = P ). Lac nay, ta ciing n6i P 14 phu xa
anh caa M . Phu xa anh cia M ¢6 céc tinh chat quan
trong sau:

Pinh Ii 2.1. [10, Theorem 2.27] Cho P la phu xa
anh cia R - modun phai M . Néu Q 1a mddun xa anh
va q:Q ® M 1a mot toan ciu, khi 6 Q c6 su phan
tich thanh téng truc tiép Q=P AP, voi
P, @P,P, I Ker(g) vagl,:P,®M laphu xa anh cia M.

Pinh Ii 2.2. [10, Theorem 2.27] Néu q:Q ® M
va p:P ® M Ilahai phu xa anh caa M thi ton tai dang
ciuf :Q ® P thoa pf = q.

Cho ¢ la lop cac R - modun phai. Ta néi ¢ dong
duéi cac dang caunéu M I c vaN @M thi N T c.
Bay gio chling ta ¢ khéi niém phii tong quat nhu sau:

Pinh nghia 2.3. Cho vanh R va ¢ 1a Iop céc
R - modun phai dong dudi cac dang cau. Mot ¢ - phi
tong quat cuia mot R - moédun phai M 1a mot ddng cu
p:X(M)® M,X(M)1 ¢ théa man cac didu kién sau:

1) Véi moi dong cdu g: X M) ® M, X §M) 1 ¢
ton tai ddng cdu f : X §M) ® X (M) sao cho g = pf

il —> M
fT /
"(M)

2) Néu moi tu ddng cau
f:XM)® X(M),X(M)T ¢ thoa p= pf thi f Ia
mot tu dang cau.

X(M)—— M
.~
X (M)

Nhan xét 2.4. 1) D& dang thay tir dinh nghia, néu
moédun M c6 hai ¢ - phu téng quéat la p:X(M)® M
va p¢:XdM)® M thi X{M) @X(M).

2) Trong trueong hgp ¢ & I6p cdc mOdun xa anh,
¢ - phu tong quéat cia médun M chinh 1a phu xa anh
cua M.

That vay, goi p:X(M)® M
quat cia M . Vi moi médun M

la ¢ - phia tong
la anh toan ciu cua
mot moédun xa anh X €M) nao d6 va két hop véi diéu
kién diu cia ¢ -phu tong quat ta suy ra p la mot toan
la mé dun con cia X(M) sao cho

X(M)® M

cau. Liy L
L + ker(p) = X(M), suy ra thu hep p |,
la mot toan cdu. Do X (M) T ¢ 1a xa anh nén ton tai

dongcau f : X(M)® L saochop=p]| f

L<l" M 0
73 ”T
X (M)

Déy p| = pi véi i la phép nhing chinh tic L
vao X(M), do d6 p = pif = pf . Theo diéu kién thir
hai cua ¢ -phu tong quat ta c6 f 1a mot tu ding cu cua
X(M), diéu nady suy ra L=X(M). Vay
ker(p)= X(M) hay p: X(M)® M
cia M . Nguoc lai, liy p:P ® M la pha xa anh cua
M, rdrang p dung véi diéu kién tha nhat cua ¢ - phu

la phu xa anh

téng quat. Gia sir c6 ty ddng cdu f cua P thoa diéu
kien p= pf . Do P = ker(p)+ f(P) va ker(p)= P
nén P = f(P), suy ra P la toan cau. Mat khac day
khép 0® ker(p)® P ® P ® 0 lachérado P laxa
anh, nén ton tai dong cdu g :P ® P sao cho fg = 1,
va khi d6 g 1a don ciu véi P = g(P)+ ker(f). Do
p=pf,
P =g(P), do d6 g la mot ty ding cdu. Do fg = 1

nén ker(f) £ ker(p)= P . Diéu nay suy ra

nén f ciing la mot tu dang ciu. Vay p:P ® M la mot
¢ - phu tong quét cia M .
binh i 25. [6, Theorem 1.2.10].

M=MAM,A..AM_ véi M,i=1n Ia modun

Gia su
con cia M, p, :X(M,)® M, la cac c - bao tong
quat cua M,. Khi do, Ap, 1a mot

¢ - bao téng quat cia M .

LAX(M) ® M
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Pinh nghia 2.6. Cho c&c R - médun M, N va ¢
1a 16p R - moédun dong dudi cac ding ciu. M duoc
goi la ¢ - N -xa anh néu ton tai cac ¢ - phu tong quat
p, (X(M)® M vap, :X(N)® N sao cho véi bét
ki déng ciau g:X(M)® X(N) ton tai dong ciu
f:M ® N saocho fp, = p,g

X(M) —25 X(N)

|pu |~

A

M —— N

Néu M lad c- M -xaanhthi M duoc goi la ¢ -
ddi bat bién ty ddng ciu; néu voi bat ki dang cau
g:X(M)® X(M) ton tai dong cau f :M ® M sao
cho fp,, = p,g thi ta n6i M 1a médun c - doi bét
bién ding cu. Nhu vay, moédunc - dbi bat bién ty dong
c4u 1a modun ¢ - d6i bat bién dang cau.

Tir dinh nghia, rd rang ching ta c6 thé chang minh
dugc két qua sau:

B6dé27.Giast M lac- N-xaanhva N la
c- M- xa anh voi cac c- phu tong quat
p, X(M)® M va p, :X(N)® N. Khi d6, néu
X(M)@X(N),thi M @N .

~ Dinh nghia 2.8. Modun M duoc goi la d’c‘)i b:élt

bién dang cau néu v6i moi mdédun con doi cot yeu
K,K, cia M, véi moi toan chu
f:M/K ® M/K, sao cho ker(f)= M /K, thi
f c6 thé nang duoc thanh mot ty ddng cau
fé:M®M

M— s m

J[/J“A'l _# g A[}A‘z
Nhan xét 2.9. Khi ¢ 1a 16p cac mddun xa anh va
R 1a vanh hoan chinh thi R - médun ¢ - ddi bét bién
dang cau chinh 1 R - modun dbi bat bién ding cau.
That vay, goi p:P ® M la phu xa anh cia M ta
duoc ker(p)= P, M @P /ker(p) va p:P ® P /ker(p)
la phu xa anh cta P /ker(p) . Khido, M la R - modun

14

c - d6i bat bién ding cAu khi va chi khi véi moi tu
ding cau g cua P, ton tai ty ding cau f cua
P /ker(p) saocho fp = pg,

P ‘ P

P/ker(p) —L— P/ker(p) = M

Do do6 pg(ker(p))=fp(ker(p))=0, suy ra

g(ker(p)) £ ker(p).Vi g ! laty dang ciu nén ta ciing
co g '(ker(p)) £ ker(p). Vay g(ker(p)) = ker(p).
Ap dung [1, Theorem 27] ta dugc P / ker(p) 1a modun

ddi bét bién dang ciu hay M 1a modun déi bat bién
dang cau.

3.Mét s6 két qua lién quan bai toan Schroder-
Bernstein doi ngau

Cho ¢ 1a16p R - mddun déng dudi tong truc tiép
hiru han. Ta c6 cac dinh nghia sau:

Pinh nghia 3.1. Mot ddng ciu p:M ® N dugc
goi 1a mot ¢ - toan cau manh thuan tdy (SPE) néu véi
bat ki dong cau f:X ® N, X I ¢, c6 thé nang dén
mot dong cdu g : X ® M sao cho pg = f

M—— N
| L
X

Pinh nghia 3.2. Mot médun M dugc goi la
Cc - d6i dong manh thuan tdy (SPCC) néu véi moi
modun thuong N cua M thi phép chiéu chinh tic
p:M ® N lamét c - SPE.

Trong phan con lai sau day, ta gia thiét ¢ 1a l6p
modun ma moi R - mddun déu ¢ ¢ - phu tdng quat.
Két qua sau 1a mot trong cac két qua chinh cua bai bao.

Pinh 1i 3.3. Cho Ala R - médun ¢ - SPCC, B la
modun thwong ¢ - ddi bit bién ty dong cdu cua A thoa
Alac-B-
p, : X(A)® Ap, :X(B)® B
¢ - phu tdng quét cua lan luot A, B. Khi d6, néu ton tai
motc- SPEj :B® A thi A @B .

xaanhva B la ¢c- A- xa anh. Goi

lA cac toan cAu
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Ching minh. Goi m:A ® B 14 phép chiéu chinh
tic, khi d6 m lamét ¢ - SPE. Tacé mp, : X(A)® B
thoa diéu kién thir nhat ciia ¢ - phu tong quat nén ton
tai mot dong cau f :X(B)® X(A) sao cho
mp,f, = p, . Hon nita, do p, : X(B) ® B la mét phu
tong quat nén ton tai dong cau f, : X (A) ® X (B) véi
mp, = p,f,. Khi do, p, = p,(f,f), va do d6 f,f la
mot dang chu. Diéu ndy suy ra f, 1a mot toan cau ché
ra. Tuong tu ta ciing duoc mot toan ciu ché ra
g, :X(B)® X(A) sao cho jp,=p0,. Vi
f,g, 1 X(B) ® X (B) ciing 1 toan cau ché ra nén ton tai
tw dong cau v cua X (B) sao cho (f,g,v = 1. Thém
nira, do B 12 mot moédun ¢ - ddi bat bién ty ddng ciu
nén ton tai mot tw dong cdu w cua B théa wp, = p,V .
Tu d6 ta co:

Pg = Pgfgv = mp,gv=m pgv=(mwp,.

Vi p, latoan cdu nén mjw =1, hay m Ia toan
c4u ché ravasuy ra B 1a dang cu véi mot hang tir truc
tiép cua A . Do d6 ta co thé gia s B 14 hang tir truc
tip cia A. Pit A=HAB. Xét toan ciu
j :B® A.Khido, j '(A)® j '(H)+]j '(B) va

A=HAB

s HAj YA

PHAL 'H)+j(B)]

PHAL H) )N TAN]

CHAR G

voi () H) =8 N T H(H)..) . Pat

P=H A[é’l¥ (G Y (H)] ta duoc:

k=1

¥

BCP=34 ( )'H)=i""(P).

k=1
1a toan ciu do @6 P = j (B CP).
Liy p, :B ® B/ B CP = B la phép chiéu tu nhién,

Hon nira, do j

vi A 1a mot moédun ¢ - SPCC nén B ciing vay, diéu
ndy suy ra p, la mot ¢ - SPE. Khi d6, p,p, thoa diéu
kién thir nhat cua phua téng quat. Do do, ton tai ddng cau
u:X(B)® X(B) théa p,p,u = p,;

X(B)—=+B——=B
T P _—
X(B)~

Ta co p, la phu tong quat nén c6 mot dong cau
h:X(B)® X(B) théa psh=pp,. Suy ra
Ps = Pghu . Didu ndy suy ra hu Ia mét dang cau, do
d6 h 12 mot toan cau ché ra. Lay k : X (B) ® X (B) la
ddng cau sao cho hk = L

Khi d6, k 1a don cau ché ra vai Im(h) 1a hang tir
tryc tiép caa X (B) va (kh)?> = kh. Hon nira, vi B 1a
mot modunc - dbi bat bién ty dong ciu nén ton tai
a:B® B saocho ap, = p,kh. Vay a(B) = (p,k)(X(B))
va
0= py(L- kh)(kh) = pg(kh)- p,(kh)(kh) = (a- a®)p,.

Do p, ladang ciunén a = a® vadodé a(B) la
hang tir truc tiép cua B . Do do ton tai dong céu
i:a(B)® B sao cho ai= 1a(B). Bay gio ching ta
chang minh p.k : X (B) ® (pk)(X(B)) la mot phu
t6ng quat. That vy, lay
f:X¢® (p,k)(X(B))= a(B) la mot dong cau véi
X 'T ¢ . Xétbiéu db sau:

Khi do, ton tai mot dong cau b : X ¢® X(B) Voi
p.b = if . Ldy g = hb , va do d6

15
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p.kg = p khb = ap,b = aif = f.

Suy ra p.k : X (B) ® (p,k)(X(B)) thoa diéu kien
dau cua phu chang  minh
Pk : X (B) ® (p,k)(X(B)) lamat ¢ - phi tong quat,
theo [6, Corollary 1.2.8] ta chi can chi ra khong ton tai
hang tir tryc tiép L' O cua X(B) chia trong

tong quat. Dé

ker(pgk). Gia sir c6 L nhu vay, khi d6 k(L)' 0 va
chura trong ker(p, ). Vi k 1a don cAu ché ra nén k(L)
1a hang tir tryc tiép caa Im (k) va do d6 k(L) 1a hang tir
tryc tiép cua X (B) . Piéu ndy mau thuan véi pha tong
quat cua p, . Vay p.k :X(B) ® (pk)(X(B))= a(B)
la mot phu tong quét.

Bay gio, ldy K 1a modun con cua B sao cho
B=aB)AK, do d6 A=HAaB)AK . Theo

cach xay dung P ,tac6 A/ P @B/ (B CP) va
A/(PCB)@A/PAA/B@AI/PAH @B/ (B CP)JAH.

Hon nira, xét dong cau f :A/ (P CB)® A/ P
véifa+P CB)=j(@)+P.Taco,doj
nénvsial A tdntai b B saocho a = j (b) hay voi
moi a+P ton tai b+PCB sa0 cho
fb+PCB)=jb)+P=a+P, do do f la toan
cAu. Mat khac, f(a+ P CB)= 0 khi va chi khi
j@iP=jPc¢B). Do do,
al Ker(j)+(PCB)=PCB, hay f la don céu.
Vay f la dang ciu. Taco A/ (P CB) @A/ P diéu
nay suyra B/ (B CP) @[B/ (B CP)]AH . Nhu vay,
tacd X(B) @X (B)A X (H). Tu gia thiét, ching ta c6
thé kiém tra a(B) va a(B)AH 1a c - xa anh tuong
hs. Mat X(B)® a(B) va
X(B)AX(H)® a(B)AH lacéac phu tong quat. Theo
B6 d& 2.7, ta c6 a(B)@a(B)AH. Khi do,
B=a(B)AK @a(B)AH AK = A.

1a toan ciu

khadc, ta co

Trong phép chang minh trén, néu ching ta gia
thiét A 1a cac médun ¢ - d6i bat bién ty ddng ciu thi
ta duoc a(B) A H ciing 1a mdédun ¢ - dbi bét bién ty

16

ddng c4u do 1a hang tir truc tiép cua A va do do suy ra
duoc a(B) va a(B)AH 1a ¢ - xa anh tuong hd. Vay
ta c6 hé qua sau:

Hé qua 3.4. Cho ¢
R - mddun déu c6 ¢ - phu tong quat, va A, B la cac

la 16p médun ma moi

modun ¢ - d6i bat bién ty ddng cdu véi cac toan ciu
c - phu tong quat
p, - X(A)® Ap, :X(B)® B. Gia su A

tuong ung
la mot
modun ¢ - SPCC va B 1a médun thuong cua A . Néu
ton tai mot ¢ - SPEtir B vao A thi A @B .

Trén vanh hoan chinh cac médun phai tya xa anh
cling chinh 1a médun phai d6i bat bién tw dong ciu . Do
do, tir hé qua 3.4, ta c6 két qua sau:

Hé qua 3.5. Cho A, B 1a cac modun phai tya Xa anh
trén vanh hoan chinh R . Néu ton tai cac toan ciu
A® B vaB® A thiA@B.

Mot trong nhirng mé rong quan trong cua lop
modun tya Xa anh 1a 16p médun gia xa anh. Mot moédun
M duoc goi la gida xa anh néu bit ki toan ciu
f:M ® K va mdi toan cau g:M ® K | thi ton tai
mot tw dong cdu h:M ® M sao cho fh = g. Nhu
chung ta duoc biét, trén vanh hoan chinh thi 16p céac
modun gia xa anh va 16p cac modun ddi bat bién dang
c4u tring nhau. Tiép theo ching ta c6 két qua sau:

Pinh 1i 3.6. Cho M va N 1a cac médun gia xa anh
trén vanh hoan chinh phai R . Néu ton tai cac toan ciu
f:M®N vag:N® M thi M @N .

Ching minh. Theo gia thiét f:M ® N va
g:N ® M la céc toan cau va M, N Ia cac modun gia
xa anh nén f va g la cac toan céu ché ra. Goi
fé:N® M va gé:M ® N la cac dong cu sao cho

ff¢e=1 va gg¢=1. Lay p,:P, ® M va

p, :P, ® N lacac phuxaanhcia M va N . Do do,
c6 mot dang cau h:P, ® P . Khong mét tinh tong
quat, gia st M =P,/ ker(p,) va N=P /
ker(p,). Dat M¢=h"‘(ker(p,))+ ker(p,,) va
N ¢= h(ker(p,,)) + ker(p,), ta dugc M¢= P, va
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N¢= P, va h(M@d= Ngh ‘(N = M¢ Khi d6 ton

tai cac dong cdu h,h~* sao cho cac so db giao hoén:

h B
Py —— Py Py ——— Py

T

Py /M —t Py/N' Py/N' 22 Py/M!

bit p, P,/ ker(p,)® P,/ M¢ va
p, P,/ ker(p,)® P,/ N¢ Ia cac phép chiéu tu

nhién. Xét so d6 cac dong ciu:

M = Py /ker(ma) —2— Par /M

I J

N = Py/ker(my) —2— Py/N' —— 0
Vi N 1a modun gia xa anh nén ton tai
k:P, /ker(p,)® P, /ker(p,) saocho pk = ﬁplg .
Do gg¢=1 nén thn tai ddng  cau
a:P,/ker(p,)® P, /ker(p,) saocho p,a = hp,.
Mot  cach tuong tu, tdn  tai déng cu

b:P, /ker(p,)® P, /ker(p,) saocho pb = h- 1p2

N = Py/ker(ty) —2— Py/N'
b

M = Py /ker(my) —2— Py/M' —— 0

Vay ta c6 so do cac dong cau sau:

Py [ker(ma) —=— Py /M’

| s

Py [ker(ny) —=— Py /N’

Pl

Py /ker(my) —— P /M’

Khi 46, p,ba=nh"'pa=nh"'hp =p. Do do,
p,(1- ba)=0 hay Im(1- ba)£ ker(p,). Vi
ker(p,) = M ¢/ ker(p,,)  Voi
M¢é= P, ,

Im(1- ba)= P, / ker(p,,). Do M =P, / ker(p,,)

ker(p,)= P, va
suy ra ker(p,) = P, / ker(p,,). Do do,

1a modun gia xa anh nén, 1- ba i J (End(M )) Suy ra

ba Ia kha nghich trong End(M ), ddng thoi ab ciing
kha nghich trong End(M ). Vay a la mot dang cau.
Ching ta biét rang, trén vanh hoan chinh céc
modun phai gia xa anh ciing chinh 13 modun phai ddi
bat bién ding cdu. Do d0, ta c6 két qua hién nhién sau:
Hé qua 3.7. Cho M va N 1a cac modun ddi bat
bién dang c4u trén vanh hoan chinh phai R . Néu ton tai
cactoancau f:M ® N vag:N ® M thi M @N .
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GENERAL COVER OF MODULES AND SOME RELATED RESULS

Abstract: In this studying, we introduce the concept(definition) of general cover of a module, endomorphism coinvariant module
and some of their properties. The paper also provides some results concerning the dual of Schroder-Bernstein problem for
endomorphism ¥ — coinvariant modules.
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